
ÏÐÈÌÅÐÍÛÉ ÑÏÈÑÎÊ ÇÀÄÀ× ÏÎ ÊÓÐÑÓ
×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ
(1-é ïîòîê) 2015�2016 Ó×. ÃÎÄ

1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1

π

∫ π

0

cos kx− cos kα

cosx− cosα
dx

.

2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ∆m = det



b c 0 0 · · · 0
a b c 0 · · · 0
0 a b c · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · b

 .

3. Ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñ N óçëàìè äëÿ èíòåãðàëà

I(f) =
∫ π

0
f(x) dx ∼ SN(f),

êîòîðàÿ áûëà áû òî÷íà äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòå-
ïåíè N − 1.
4. Ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ãàóññà∫ 1

−1
x2f(x) dx ∼ C1f(x1) + C2f(x2).

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ ln(2 + x) ïðèáëèæàåòñÿ íà îòðåçêå [0, 1] èíòåðïîëÿöè-
îííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ N óçëàìè. Íàéòè
ìèíèìàëüíîå N , ïðè êîòîðîì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
5 · 10−4.
6. Ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó∫ 1

0
xf(x) dx ∼ C1f(0) + C2f(x2) + C3f(x3),

òî÷íóþ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàèáîëåå âûñîêîé ñòåïåíè.
7. Èññëåäîâàòü íà ñïåêòðàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó

un+1
m − unm

τ
+
un+1
m+1 − un+1

m

h
= 0

1



8. Ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ x3 íà îòðåçêå [0, 1] ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî
ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè.
9. Ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ x3 íà îòðåçêå [0, 1] ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî
ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè.
10. Îöåíèòü ñíèçó âåëè÷èíó ‖ex − P4(x)‖C[0,1] , ãäå P4(x) � ìíîãî÷ëåí
íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
11. Äëÿ ôóíêöèè cosx íà îòðåçêå [−1, 1] ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè P4(x) òàêîé, ÷òî ‖ cosx− P4(x)‖C[−1,1] ≤ 1.5 · 10−4.
12. Ïîñòðîèòü íàèëó÷øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè
f(x) = sinx ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè íà îòðåçêå [0, π].
13. Ïîñòðîèòü êóáè÷åñêèé ñïëàéí ïî çíà÷åíèÿì f(0), f(1).
14. Ïîñòðîèòü êóáè÷åñêèé ñïëàéí ïî çíà÷åíèÿì f(0), f(1), f(2).
15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A = AT > 0, òî aii > 0.
16. Ïóñòü ÷èñëà pk, k = 1, . . . , n ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Äîêàçàòü,
÷òî âûðàæåíèå

∑n
k=1 |xk|pk îïðåäåëÿåò íîðìó âåêòîðà x. Íàéòè íîðìó

ìàòðèöû, ñîãëàñîâàííóþ ñ ýòîé íîðìîé âåêòîðà.
17. Ïóñòü A = AT > 0. Äîêàçàòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ìåòîä

xn+1 = xn − 0.5τ(A(xn+1 + xn)− 2b)

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì τ > 0 ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ËÀÓ Ax = b. Îöåíèòü
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà, åñëè èçâåñòíû λmin(A), λmax(A).
18. Ïóñòü

A =

 2 0.3 0.5
0.1 3 0.4
0.1 0.1 4.8

 .
Ïîêàçàòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ìåòîä xn+1 = (I − τA)xn + τb ñõîäèòñÿ ïðè
0 < τ < 0.4.
19. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
λ1 ≈ −1, λk ∈ [1, 5], k = 2, . . .. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ËÀÓ Ax = b
âûïèñàòü ñõîäÿùèéñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä òèïà ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà ñ
ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè.
20. Ïóñòü λ1, . . . λm � èçâåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Âû-
ïèñàòü ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñ ïåðåìåííûì øàãîì τk, êîòîðûé ÷åðåç
m øàãîâ äàâàë áû òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû ËÀÓ Ax = b.
21. Âûÿñíèòü, ê êàêîìó èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x3 − x = 0 â çàâèñèìîñòè
îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 ñõîäèòñÿ ìåòîä Íüþòîíà. Âîçìîæíà ëè
ðàñõîäèìîñòü?
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22. Íàéòè ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû

un+1 − 2un + un−1

h2
=
un+1 + 2un + un−1

4
, u0 = uN = 0, h = 1/N

êðàåâîé çàäà÷è u′′ = u, u(0) = u(1) = 0 è èññëåäîâàòü åå óñòîé÷èâîñòü.
23. Àïïðîêñèìèðóåò ëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

un+1 − 3un + un−1

2h
− f(xn, un) = 0

óðàâíåíèå u′ = f(x, u)?
24. Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è

∆u = f, u = 0 ïðè y = 0, y = 1, x = 1,
∂u

∂n
= 0 ïðè x = 0

âûïèñàòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè O(h2) è ïðåäëî-
æèòü ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû ËÀÓ.
25. Äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

ut = uxx + f(x, t), u(x, 0) = u0(x), ux(0, t) = 0, u(1, t) = 0

ïîñòðîèòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè O(h2 + τ 2), êî-
òîðàÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè òðåáîâàëà áû ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.
26. Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è â åäèíè÷íîì êâàäðàòå

∆u = f, u|∂Ω = 0

âûïèñàòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè O(h4) è ïðåäëî-
æèòü ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû ËÀÓ.
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