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ÏÎÄÕÎÄ ËÀÄÛÆÅÍÑÊÎÉ Î.À. � ÁÀÕÂÀËÎÂÀ Í.Ñ.

Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåãëàäêèìè äàííûìè (íà÷àëüíûå è
êðàåâûå óñëîâèÿ, êîýôôèöèåíòû) ÷àñòî íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíîê ñõîäèìîñòè íà îñ-
íîâàíèè òåîðåìû Ôèëëèïîâà î ñâÿçè ìåæäó àïïðîêñèìàöèåé, óñòîé÷èâîñòüþ è ñõîäè-
ìîñòüþ. Â òî æå âðåìÿ òàêóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ
ñîîáðàæåíèé.

Ïóñòü u � ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

Lu = f. (1)

Ïðèáëèçèì (1) íåêîòîðîé çàäà÷åé ñ ãëàäêèìè äàííûìè

L∆u∆ = f∆.

Ïóñòü
Lhv = fh (2)

è
L∆
h v

∆ = f∆
h

� ñîîòâåòñòâóþùèå ñåòî÷íûå çàäà÷è.
Ïðîèçâîäÿ îöåíêó ïðè ãëàäêèõ äàííûõ, ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè

‖u∆
h − v∆‖ ≤ α(∆, h).

Îöåíêè áëèçîñòè

‖u∆ − u‖ ≤ β(∆) è ‖v∆ − v‖ ≤ γ(∆, h)

íàõîäèì, èññëåäóÿ êîððåêòíîñòü çàäà÷ (1) è (2) îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ èñõîäíûõ äàí-
íûõ.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

‖v − u‖ ≤ ‖v∆ − v‖ + ‖u∆ − v∆‖ + ‖u∆ − u‖ ≤

≤ γ(∆, h) + α(∆, h) + β(∆). (3)

Ìèíèìèçèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïî ∆, ïîëó÷àåì

‖v − u‖ ≤ ω(h) = inf
∆

(γ(∆, h) + α(∆, h) + β(∆)).

Çàìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, γ(∆, h) íå çàâèñèò îò h.
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ÑÏÎÑÎÁ ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈß

Îïèøåì ñïîñîá ñãëàæèâàíèÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü K(y) � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

K(y) = 0 ïðè |y| ≥ 1,

∞∫
−∞

K(y) dy = 1,

∞∫
−∞

K(y)yl dy = 0 ïðè 0 < l < n.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð P∆
x ðàâåíñòâîì

P∆
x g(x) =

∞∫
−∞

K

(
x− y

∆

)
g(y) dy. (4)

Ïóñòü g(x) ∈ Cm+λ(A), ò.å.

|g(m)(x2) − g(m)(x1)| ≤ A |x2 − x1|λ.

Òîãäà âåðíû îöåíêè

‖P∆
x g − g‖C ≤ C (m+ λ)A∆m+λ, åñëè m < n,

‖
(
P∆
x g
)l
‖C ≤ C (l,m+ λ)A∆−max (l−(m+λ),0).

(5)
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ÏÐÈÌÅÐ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

∂u

∂t
+ a(t, x)

∂u

∂x
= 0, u(0, x) = u0(x). (6)

Ñêîðîñòü ïåðåíîñà, çàäàâàåìàÿ èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì a(t, x), îãðàíè÷åíà ïî ìî-
äóëþ âåëè÷èíîé A0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ a(t, x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ãåëüäåðà ïî t:∣∣∣∣∂a∂x(t, x)

∣∣∣∣ ≤ A1, |a(t2, x)− a(t1, x)| ≤ A2 |t2 − t1|µ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé a(t, x) ≥ 0.
Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u0(x) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà íåïðåðûâíà ïî Ãåëüäåðó

|u0(x2)− u0(x1)| ≤ A |x2 − x1|λ.

Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ìîæåò íå èìåòü äàæå ïåðâûõ îãðàíè÷åííûõ ïðî-
èçâîäíûõ, ïîýòîìó íåëüçÿ äîêàçàòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Ôèë-
ëèïîâà î ñâÿçè ìåæäó àïïðîêñèìàöèåé, óñòîé÷èâîñòüþ è ñõîäèìîñòüþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì âûøå ïðèåìîì.

4



ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó

vn+1
m − vnm

τ
+ anm

vnm − vnm−1

h
= 0, v0

m = u0(mh), (7)

ãäå anm = a(nτ,mh). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî τ/h = const ïðè τ, h → 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè A0τ/h ≤ 1.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå T è ïîëîæèì

‖f‖C = sup
0≤t≤T,−∞<x<∞

|f(t, x)|, ‖f‖Ch
= sup

0≤nτ≤T,−∞<x<∞
|f(nτ,mh)|,

‖f‖nCh
= sup
−∞<m<∞

|f(nτ,mh)|, ‖f‖0C = sup
−∞<x<∞

|f(x)|.

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷åðåç

τ

2

∥∥∥∥∥∂2u

∂t2

∥∥∥∥∥
C

+
A0h

2

∥∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥∥
C

.

Ïðè âûïîëíåííîì óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî òåî-
ðåìå Ôèëèïïîâà èìååì îöåíêó ïîãðåøíîñòè

‖u− v‖Ch
≤ C h

(∥∥∥∥∥∂2u

∂t2

∥∥∥∥∥
C

+

∥∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥∥
C

)
. (8)

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) è ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè íà
îòðåçêå 0 ≤ t ≤ T .
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ßÂÍÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Ïóñòü ytx = ytx(τ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dy

dτ
= a∆(τ, y),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ytx(t) = x.
Ïîëîæèì

X(t, x) = ytx(0).

Èìååì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåíîñà a∆

u∆(t, x) = u∆
0 (X(t, x)). (9)

Âûïèøåì ÿâíûé âèä äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u∆, ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè a∆ è u∆
0

äîñòàòî÷íî ãëàäêèå.
∂u∆

∂x
=
(
u∆

0

)′
|X(t,x)

∂X

∂x
,

∂2u∆

∂x2
=
(
u∆

0

)′′
|X(t,x)

(
∂X

∂x

)2

+
(
u∆

0

)′
|X(t,x)

∂2X

∂x2
,

∂u∆

∂t
= −a∆∂u

∆

∂x
= −a∆

(
u∆

0

)′
|X(t,x)

∂X

∂x
,

∂2u∆

∂t2
=

∂

∂t

(
−a∆∂u

∆

∂x

)
= −∂a

∆

∂t

∂u∆

∂x
+ a∆∂a

∆

∂x

∂u∆

∂x
+
(
a∆
)2 ∂2u∆

∂x2
.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èìååì

∂X

∂x
= exp

 0∫
t

∂a∆

∂x
(τ, ytx(τ))dτ

 .
Îòñþäà ïîëó÷àåì

∂2X

∂x2
= exp

 0∫
t

∂a∆

∂x
(τ, ytx(τ))dτ

 0∫
t

∂2a∆

∂x2
(τ, ytx(τ))exp

 τ∫
t

∂a∆

∂x
(α, ytx(α))dα

 dτ.
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ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÑÃËÀÆÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ïðèáëèçèì a(t, x) ãëàäêèì êîýôôèöèåíòîì a∆(t, x), à u0(x) � ãëàäêîé ôóíêöèåé
u∆

0 (x), èñïîëüçóÿ ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ (4). Âîçüìåì ÿäðî K, ñîîòâåòñòâóþùåå n = 2, è
ïîëîæèì

a∆ = P δ1x P
δ2
t a, u∆

0 = P δxu0. (10)

Òîãäà äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u∆ âåðíû îöåíêè∥∥∥∥∥∂2u∆

∂t2

∥∥∥∥∥
C

≤ C δλ−1(δ−1
1 + δµ−1

2 ),

∥∥∥∥∥∂2u∆

∂x2

∥∥∥∥∥
C

≤ C δλ−2.

Îòêóäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñãëàæåííîé çàäà÷è ïîëó÷àåì îöåíêó

‖u∆ − v∆‖Ch
≤ C h

(
δλ−2 + δλ−1(δ−1

1 + δµ−1
2 )

)
. (11)

7



ÎÖÅÍÊÀ ÁËÈÇÎÑÒÈ ÄÂÓÕ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Ïóñòü v∆ � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è

v∆n+1
m − v∆n

m

τ
+ a∆n

m

v∆n
m − v∆n

m−1

h
= 0, v∆0

m = u∆
0 (mh), (12)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (12) óðàâíåíèå (6), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòè
rnm = v∆n

m − vnm:

rn+1
m − rnm

τ
+ anm

rnm − rnm−1

h
+ (a∆n

m − anm)
v∆n

m − v∆n
m−1

h
= 0.

Îòñþäà èìååì

rn+1
m =

(
1− anm

τ

h

)
rnm + anm

τ

h
rnm−1 − τ(a∆n

m − anm)
v∆n

m − v∆n
m−1

h
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèëó óñëîâèÿ A0τ/h < 1 ñëåäóåò îöåíêà

‖r‖n+1
Ch

≤ ‖r‖nCh
+ τ‖a∆ − a‖Ch

∥∥∥∥∥v∆n
m − v∆n

m−1

h

∥∥∥∥∥
Ch

.

Îòêóäà ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n âûâîäèì îöåíêó

‖r‖Ch
≤ ‖r‖0Ch

+ ‖a∆ − a‖Ch

∥∥∥∥∥v∆n
m − v∆n

m−1

h

∥∥∥∥∥
Ch

T. (13)
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàçíîñòíûì îáðàçîì ïî x óðàâíåíèå (12), ïîëó÷àåì

v∆n+1
m+1 − v∆n+1

m

h
=

(
1− a∆n

m+1

τ

h

)
v∆n

m+1 − v∆n
m

h
+ a∆n

m

τ

h

v∆n
m − v∆n

m−1

h
.

Ïîñêîëüêó ∣∣∣∣1− a∆n
m+1

τ

h

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a∆n
m

τ

h

∣∣∣∣ ≤ 1 + Cτ,

òî îòñþäà èìååì

‖v
∆
m+1 − v∆

m

h
‖n+1
Ch

≤ (1 + Cτ)‖v
∆
m+1 − v∆

m

h
‖nCh

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖v
∆
m+1 − v∆

m

h
‖Ch

≤ eCT ‖
u∆

0 m+1 − u∆
0 m

h
‖0Ch

.

Ïðè èñïîëüçóåìîì ñïîñîáå ñãëàæèâàíèÿ

‖
u∆

0 m+1 − u∆
0 m

h
‖0Ch

≤
∥∥∥∥∥∂u∆

0

∂x

∥∥∥∥∥
C

≤ C δλ−1,

‖a∆ − a‖Ch
≤ C (δ1 + δµ2 ),

‖u∆
0 − u0‖0Ch

≤ C δλ.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî èìååì

‖v∆ − v‖Ch
≤ C

(
δλ−1(δ1 + δµ2 ) + δλ

)
. (14)
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ÎÖÅÍÊÀ ÁËÈÇÎÑÒÈ ÄÂÓÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Îöåíêà, àíàëîãè÷íàÿ íåðàâåíñòâó (13) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà è â îòíîøåíèè ðàçíîñòè
r∆ = u∆ − u

‖r∆‖C ≤ ‖r∆‖0C + ‖a∆ − a‖C

∥∥∥∥∥∂u∆

∂x

∥∥∥∥∥
C

T. (15)

Äîêàæåì åå. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à (6) íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ðåøåíèå çà-
äà÷è (6) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ un0 (x)

‖un0 − u0‖C → 0 ïðè n → ∞.

Ðåøåíèÿ (6) ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

‖un − um‖C ≤ ‖un − um‖0C ,

ñëåäóþùåìó èç ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (9)

u(t, x) = u0(X(t, x)).

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, à åå ïðåäåë íàçûâàþò ðå-
øåíèåì çàäà÷è (6).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (15) ñíà÷àëà âûïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå

∂(un − u∆)

∂t
+ a

∂(un − u∆)

∂x
+ (a∆ − a)

∂u∆

∂x
= 0.

Îòñþäà âûâîäèì îöåíêó (15) äëÿ ðàçíîñòè un − u∆, à çàòåì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè
n → ∞ è ñàìó îöåíêó (15).

Àíàëîãè÷íî (14) ïîëó÷àåì

‖u∆ − u‖C ≤ C
(
δλ−1(δ1 + δµ2 ) + δλ

)
. (16)
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ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È Ñ ÍÅÃËÀÄÊÈÌÈ ÄÀÍÍÛÌÈ

Ïðèìåíèâ ìåòîäèêó (3) äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ñ íåãëàäêèìè
äàííûìè ïî ñõåìå (7) è èñïîëüçîâàâ ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà (11), (14), (16), ïîëó÷èì
îöåíêó

‖u− v‖Ch
≤ C

[
h
(
δλ−2 + δλ−1(δ−1

1 + δµ−1
2 )

)
+ δλ−1(δ1 + δµ2 ) + δλ

]
. (17)

Âûáåðåì δ1, δ2 è δ èç òðåáîâàíèÿ íàèáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðàâîé ÷àñòè ïî h.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàèëó÷øàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè

δ1 ∼ C
√
h, δ2 ∼ C h,

δ ∼ C
√
h ïðè 1/2 ≤ µ,

δ ∼ Chµ ïðè 1/2 > µ.

Ñîîòâåòñòâåííî èìååì

‖u− v‖Ch
≤
{
C hλ/2 ïðè 1/2 ≤ µ,
C hλµ ïðè 1/2 > µ.

(18)
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