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ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À

Ïðèâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ íåñòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå äâèæåíèå
âÿçêîãî áàðîòðîïíîãî ãàçà

∂ρ

∂t
+
∂ρu

∂x
= 0,

ρ
∂u

∂t
+ ρu

∂u

∂x
+
∂p

∂x
= µ

∂2u

∂x2
+ ρf,

p = p(ρ).

(1)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè: ïëîòíîñòü ρ è ñêîðîñòü u ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ
Ýéëåðà

(t, x) ∈ Q = [0, T ]× [0, X].

×àñòî ñèñòåìó (1) çàïèñûâàþò â äèâåðãåíòíîì âèäå

∂ρ

∂t
+
∂ρu

∂x
= 0,

∂ρu

∂t
+
∂ρu2

∂x
+
∂p

∂x
= µ

∂2u

∂x2
+ ρf,

p = p(ρ).

(2)

Ýòà ñèñòåìà â ñëó÷àå ãëàäêèõ ôóíêöèé ρ è u ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (1). Äëÿ ðàñ÷å-
òà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ëó÷øå ðàáîòàþò àëãîðèòìû, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò ñèñòåìó,
çàïèñàííóþ â äèâåðãåíòíîì âèäå.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàþòñÿ ôóíêöèè, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ãàçà â òî÷êàõ îòðåçêà [0, X]:

(ρ, u)|t=0 = (ρ0, u0), x ∈ [0, X]. (3)

Ïðîñòåéøèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ

u(t, 0) = u(t,X) = 0, t ∈ [0, T ]. (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïëîòíîñòü ãàçà íå ñòàâÿòñÿ.
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ÑÕÅÌÀ Ñ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÌÈ ÐÀÇÍÎÑÒßÌÈ (ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÀß)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ íåñòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå äâèæåíèå âÿçêîãî áà-
ðîòðîïíîãî ãàçà, ïðè óñëîâèè ãëàäêîñòè ôóíêöèé ρ > 0 è u ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂ρ

∂t
+

1

2

(
∂ρu

∂x
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x

)
= 0,

∂u

∂t
+

1

3

(
u
∂u

∂x
+
∂u2

∂x

)
+

1

ρ

∂p

∂x
=
µ

ρ

∂2u

∂x2
+ f,

p = p(ρ).

(5)

Äëÿ ïîèñêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5),(3),(4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ð.ñ., â êîòî-
ðîé ïðè àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñïîëüçóþòñÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè, à
óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ìåòîäîì �ïðîãîíêè�.

Ht + 0.5 (V Ĥ0
x

+ (V Ĥ)0
x

+HV0
x
) = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + 0.5 ((V Ĥ)x,0 +H0Vx,0)−
−0.25h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht,M + 0.5 ((V Ĥ)x̄,M +HMVx̄,M+
+0.25h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt + 1
3(V V̂0

x
+ (V V̂ )0

x
) +

p(Ĥ)0
x

Ĥ
= µ̃V̂xx̄ −

(
µ̃− µ

Ĥ

)
Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

(6)

ãäå µ̃ = max
m

µ

Ĥ
.

Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ íà íóëåâîì ñëîå áåðóòñÿ ïðîåêöèè íà ñåòêó
ω̄h ôóíêöèé ρ0 è u0:

H0
m = ρ0m, V 0

m = (u0)m, m = 0, 1, . . . ,M. (7)

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ:

V n
0 = V n

M = 0, n = 1, . . . , N. (8)
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

bH0 · Ĥ0 + cH0 · Ĥ1 = dH0 ;

aHm · Ĥm−1 + bHm · Ĥm + cHm · Ĥm+1 = dHm, m = 1, · · · ,M − 1;

aHM · ĤM−1 + cHM · ĤM = dHM .

(9)

Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

bH0 =
1

2
− τV0

4h
, cH0 =

τV1

4h
,

dH0 =
H0

2
− τ

4
H0Vx,0 +

τh

8
((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)),

aHm = −τ(Vm−1 + Vm)

4h
, bHm = 1, cHm =

τ(Vm + Vm+1)

4h
, dHm = H0 −

τ

2
HmV0

x,m
,

aHM = −τVM−1

4h
, cHM =

1

2
+
τVM
4h

,

dHM =
HM

2
− τ

4
HMVx̄,M −

τh

8
((HV )xx̄,M−1− 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1− 0.5Vxx̄,M−2)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ H è V íà n-îì âðåìåííîì ñëîå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè Ĥ íà (n+ 1)-îì âðåìåííîì ñëîå èùóòñÿ êàê ðåøåíèå ÑËÀÓ

AHĤ = dH ,

ñîñòîÿùåé èç (M + 1)-ãî óðàâíåíèÿ. Ìàòðèöà AH � òðåõäèàãîíàëüíàÿ

AH =


bH0 cH0 0 . . . 0
aH1 bH1 cH1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . 0 aHM−1 bHM−1 cHM−1

. . . 0 0 aHM bHM


è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ìàòðèö

AH = AH1 + AH2 .

Ìàòðèöà AH1 � äèàãîíàëüíàÿ, ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíò äèàãîíàëè ðàâíû 1/2, à
îñòàëüíûå åäèíèöå, à ìàòðèöà AH2 � êîñîñèììåòðè÷íàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî V0 = VM = 0.
Òàêèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ĥ âñåãäà ìîæåò áûòü íàé-
äåíà îäíîçíà÷íî. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä �ïðîãîíêè�.
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÑÊÎÐÎÑÒÈ

aVm · V̂m−1 + bVm · V̂m + cVm · V̂m+1 = dVm, m = 1, · · · ,M − 1. (10)

Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé (10) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

aVm = −τ(Vm−1 + Vm)

6h
− τ µ̃

h2
, bVm = 1 +

2τ µ̃

h2
, cVm =

τ(Vm+1 + Vm)

6h
− τ µ̃

h2
,

dVm = Vm −
p(Ĥ)0

x

Ĥ
−
(
µ̃− µ

Ĥ

)
Vxx̄ + f.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ Ĥ > 0 è V çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V̂ âî âíóò-
ðåííèõ óçëàõ ñåòêè ωh èùóòñÿ êàê ðåøåíèå ÑËÀÓ

AV V̂ = dV ,

ñîñòîÿùåé èç (M − 1)-ãî óðàâíåíèÿ.
Ìàòðèöà AV � òðåõäèàãîíàëüíàÿ è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ìàòðèö

AV = E + AV1 + AV2 .

Ìàòðèöà E � åäèíè÷íàÿ, ìàòðèöà AV1 � êîñîñèììåòè÷íàÿ, à ìàòðèöà AH2 � ñèììåòðè÷-
íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Òàêèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ïîýòîìó
ôóíêöèÿ V̂ âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåíà îäíîçíà÷íî. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî
ïðèìåíÿòü ìåòîä �ïðîãîíêè�.

5



ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ

Ïðåäïîëîæèì îòíîñèòåëüíî çàäà÷è (1),(3),(4) âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé.
Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Óñëîâèå 2. u ∈ C2,4(Q), (ρ,
∂ρ

∂x
) ∈ C2,3(Q).

Óñëîâèå 3. ρ(t, x) ≥ mρ > 0, ïðè (t, x) ∈ Q.
Óñëîâèå 4. p ∈ C3(mρ/2; ‖ρ‖Q +mρ/2), max

Q
|f | = fM <∞.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ Ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû τmax, hmax è C, çàâèñÿùèå îò òàêèõ ïàðàìåòðîâ:
1) ðàçìåð îáëàñòè Q,

2) ‖u‖C2,4(Q), ‖(ρ, ∂ρ
∂x

)‖C2,3(Q),

3) êîíñòàíò µ, fM è mρ,
4) ‖p‖C3(mρ/2;‖ρ‖Q+mρ/2)

òàêèå, ÷òî äëÿ ñåòî÷íûõ íîðì ðàçíîñòè ìåæäó ïðîåêöèåé òî÷íîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîé çàäà÷è íà ñåòêó Qτ,h è ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ âåðíà îöåíêà

max
n≤N
‖(Hn, V n)− (ρn, un)‖2W 1

2 h
+ τ

M∑
n=1

[‖V n
xx̄ − unxx̄‖2 + ‖V n

t̄ − u
n
t̄ ‖

2] ≤ C(τ + h2)2,

åñëè τ ≤ τmax è h ≤ hmax.

Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè τ ≤ τmax è h ≤ hmax, çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé
ôóíêöèè ïëîòíîñòè H îòäåëåíû îò íóëÿ âåëè÷èíîé mρ/2.
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ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß LOG(ρ)

Äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè ïëîòíîñòè çà-
ìåíèì âû÷èñëåíèå H íà âû÷èñëåíèå ôóíêöèè G = lnH. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ñèñòå-
ìó (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñêðîåì êîíâåêòèâíîå ñëàãàåìîå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, è ïîäåëèì ïîëó-
÷èâøååñÿ óðàâíåíèå íà ρ

1

ρ

∂ρ

∂t
+
u

ρ

∂ρ

∂x
+
∂u

∂x
= 0.

Îáîçíà÷èâ g = ln ρ, ïîëó÷èì
∂g

∂t
+ u

∂g

∂x
+
∂u

∂x
= 0.

Â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ÐÑ, çàïèøåì ýòî óðàâ-
íåíèå â âèäå

∂g

∂t
+

1

2

(
u
∂g

∂x
+
∂ug

∂x
+ (2− g)

∂u

∂x

)
= 0. (11)

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) ïîäåëèì íà ρ è êîíâåêòèâíûé ÷ëåí ïåðåïèøåì àíàëîãè÷íî
ïðîäåëàííîìó ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì

∂u

∂t
+

1

3

(
u
∂u

∂x
+
∂u2

∂x

)
+ p̃′(g)

∂g

∂x
= µe−g

∂2u

∂x2
+ f, (12)

ãäå p̃′(g) =
dp

dρ
(eg).

Äîïîëíèì ñèñòåìó (11)-(12) íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

(g, u)|t=0 = (ln(ρ0), u0), x ∈ [0, X],

u(t, 0) = u(t,X) = 0, t ∈ [0, T ].
(13)
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ÑÕÅÌÀ Ñ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÌÈ ÐÀÇÍÎÑÒßÌÈ ÄËß LOG(ρ)

Ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ, ðàçíîñòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ôóíêöèè g, îáîçíà÷èì G, à ñå-
òî÷íûé àíàëîã ñêîðîñòè u îáîçíà÷èì V. Îáå ôóíêöèè çàäàíû íà ñåòêå ω̄h. Äëÿ ïîèñêà
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (11)-(13) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ð.ñ., â êîòîðîé ïðè àïïðîêñè-
ìàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñïîëüçóþòñÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè

Gt + 0.5 (V Ĝ0
x

+ (V Ĝ)0
x

+ 2V̂0
x
−GV0

x
) = 0, x ∈ ωh,

Gt,0 + 0.5 ((V Ĝ)x,0 + 2V̂x,0 −G0Vx,0)−
−0.25h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1)− 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Gt,M + 0.5 ((V Ĝ)x̄,M + 2V̂x̄,M −GMVx̄,M )+
+0.25h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt + 1
3(V V̂0

x
+ (V V̂ )0

x
) + p̃′(G)Ĝ0

x
= µ̃V̂xx̄ − (µ̃− µe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

(14)

ãäå µ̃ = µ‖e−G‖C .
Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ íà íóëåâîì ñëîå áåðóòñÿ ïðîåêöèè íà ñåòêó

ω̄h ôóíêöèé ln(ρ0) è u0:

G0
m = ln((ρ0)m), V0

m = (u0)m, m = 0, 1, . . . ,M. (15)

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ:

V n
0 = V n

M = 0, n = 1, . . . , N. (16)

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðîâîäèòñÿ ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
p̃′(g) = σ ≡ const > 0.
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ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÀß ÔÎÐÌÀ ÇÀÏÈÑÈ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛ

Gt +Ag1(V )Ĝ+Ag2V̂ = Bg(G,V ), x ∈ ω̄h,
Vt +Av1(V )V̂ +Av2(G)Ĝ−Av3V̂ = Bv(G,V ), x ∈ ωh̄.

(17)

Âûøå â óðàâíåíèÿõ (17) áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ag1(V )Ĝ =


0.5(V Ĝ)x.0;

0.5(V Ĝ0
x

+ (V Ĝ)0
x
), x ∈ ωh;

0.5(V Ĝ)x̄,M .

(18)

Ag2V̂ =


(V̂ )x,0;

(V̂ )0
x
, x ∈ ωh;

(V̂ )x̄,M .

(19)

Bg(G,V ) =


0.5G0(V )x,0 + 0.25h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2));
0.5GV0

x
, x ∈ ωh;

0.5GMVx̄,M − 0.25h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)).
(20)

Av1(V )V̂ =
1

3
(V (V̂ )0

x
+ (V V̂ )0

x
), x ∈ ωh̄, (21)

Av2(G)Ĝ = p̃′(G)Ĝ0
x
, x ∈ ωh̄, (22)

Av3V̂ =
4

3
µ̃(V̂ )xx̄, x ∈ ωh̄, (23)

Bv(G,V ) = −4
3(µ̃− µe−G)(V )xx̄ + f, x ∈ ωh̄. (24)
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈß

ÒÅÎÐÅÌÀ Ðåøåíèå ð.ñ. (14)-(16) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå ð.ñ. (14)-(16) íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå x = (Ĝ, V̂ )∗ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax = b.

Ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû òðåõ ìàòðèö

A = Ẽ + τA1 + τA2. (25)

Ẽ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (îíà ñîîòâåòñòâóåò ÷ëåíàì Gt è Vt), ó êîòîðîé äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû p̃′(g), åñëè ñòðîêà ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò ÷ëåíó Gt âî âíóòðåííèõ óçëàõ
ñåòêè, p̃′(g)/2, åñëè ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò ÷ëåíó Gt â ãðàíè÷íûõ óçëàõ, è 1, åñëè ñòðîêà
ñîîòâåòñòâóåò ÷ëåíó Vt.

Ìàòðèöà A1 ñîñòîèò èç áëîêîâ (
Ãg1 Ãg2
Av2 Av1

)
.

Ñòðîêè áëîêîâ Ãgk (k=1,2) ïîëó÷àþòñÿ äîìíîæåíèåì íà p̃′(g)/2 ñòðîê ìàòðèö Agk, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûì óçëàì ñåòêè, è íà p̃′(g) äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ. Â ñëó÷àå
p̃′(g) = const > 0 ìàòðèöà A1 ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé.

A2 � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç áëîêîâ(
0 0
0 −Av3

)
.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x, (x 6= 0),

(Ax, x) = (Ẽx, x) + τ(A1x, x) + τ(A2x, x) ≥ (Ẽx, x) > 0,

òî ìàòðèöà A � íåâûðîæäåíà è ðåøåíèå íà (n+ 1)-îì âðåìåííîì ñëîå âñåãäà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïî n-îìó ñëîþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ð.ñ. (14)-(16) ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî.
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ÌÎÍÎÒÎÍÈÇÀÖÈß ÑÕÅÌÛ

Â ñõåìå èñïîëüçóþòñÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è
âñëåäñòâèå ýòîãî îíà ÿâëÿåòñÿ íåìîíîòîííîé. Ïîýòîìó â öåëÿõ óñòðàíåíèÿ îñöèëëÿöèé,
âîçíèêàþùèõ íà ðàçðûâàõ, â ïðàâûå ÷àñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ
óðàâíåíèå (11), äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, êîòîðûå èãðàþò ðîëü èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè

Gt + 0.5 (V Ĝ0
x

+ (V Ĝ)0
x

+ 2V̂0
x
−GV0

x
) = ητ(ΦsĜx)x̄, x ∈ ωh,

Gt,0 + 0.5 ((V Ĝ)x,0 + 2V̂x,0 −G0Vx,0)−
−0.25h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1)− 0.5Vxx̄,2)) =

= 2ητΦs,0Ĝx,0,

Gt,M + 0.5 ((V Ĝ)x̄,M + 2V̂x̄,M −GMVx̄,M )
+0.25h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) =

= 2ητΦs̄,M Ĝx̄,M .

(26)

Ïðè äîáàâëåíèè èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé. Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè, äî-
êàçûâàåìûå â ñëó÷àå ãëàäêèõ òî÷íûõ ðåøåíèé, ñïðàâåäëèâû ïðè ëþáûõ η ≥ 0, ÷òî ïîä-
òâåðæäåíî òåñòîâûìè ðàñ÷åòàìè. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçóþòñÿ äâà âèäà
ôóíêöèé: Φ = H è Φ = V 2.
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ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ

Äëÿ îøèáêè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ð.ñ. (14)-(16) ñ äîáàâëåííîé èñêóññòâåí-
íîé âÿçêîñòüþ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ
Ïóñòü äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (11)-(13)) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Óñëîâèå 2. u ∈ C2,4(Q), (ρ,
∂ρ

∂x
) ∈ C2,3(Q).

Óñëîâèå 3. ρ(t, x) ≥ mρ > 0, ïðè (t, x) ∈ Q.
Óñëîâèå 4. p ∈ C3(m/2; ‖ρ‖Q +m/2), max

Q
|f | = fM <∞.

Òîãäà ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû τmax, hmax, è C, çàâèñÿùèå îò ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ:
1) ðàçìåðà îáëàñòè Q,
2) ‖(ρ, ∇ρ)‖C2,3(Q), ‖u‖C2,4(Q),
3) êîíñòàíò m èç óñëîâèÿ Ñ, µ, σ è ‖f‖C(Q).
4) êîíñòàíòû η è ‖Φ‖W 1

2,h

òàêèå, ÷òî

max
n=1,...,N

(‖Gn − gn‖1 + ‖Vn − un‖1) +

√√√√τ N∑
n=1

[(|V n − un|2)2 + ‖V n − unt̄ ‖2]

≤ C

‖G0 − g0‖1 + ‖V 0 − u0‖1 +
√
τ |V 0 − u0|2 +

√√√√τ N−1∑
n=0

(‖ϕn‖1)2 + ‖ψn‖2
 ,

ãäå ÷åðåç ôóíêöèè ϕn è ψn îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû íåâÿçîê, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîäñòàíîâêå
òî÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ ñõåìû.
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ÑÕÅÌÀ À.Ã.ÑÎÊÎËÎÂÀ (ÏËÎÒÍÎÑÒÜ-ÈÌÏÓËÜÑ)

À.Ã.Ñîêîëîâ (ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè)
ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé ãàçà îðèãèíàëüíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áàðîòðîïíîå òå÷åíèå ãàçà ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p = ργ .

Ôóíêöèè H (ñåòî÷íàÿ ïëîòíîñòü), çàäàííàÿ â óçëàõ ñåòêè ω1/2
h , è V (ñåòî÷íàÿ ñêî-

ðîñòü), çàäàííàÿ â óçëàõ ñåòêè ωh, èùóòñÿ ïî ñõåìå, àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìó (2)

Ht + (σ{Ĥ, V }V )x = 0, 0 ≤ m < M, n ≥ 0, (27)

(Hs̄V )t +
1

2

(
(σ{ĤV̂ , V }V )x + (σ{ĤV̂ +1, V }V )x̄

)
+

γ

γ − 1
Ĥs̄((Ĥ)γ−1)x̄ =

= µV̂xx̄ + Ĥs̄f, ïðè Ĥs̄ 6= 0,

V̂ = 0, ïðè Ĥs̄ = 0,
0 < m < M, n ≥ 0,

V̂0 = V̂M = 0.

(28)

Â ôîðìóëàõ (27)-(28) áûëè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

σ{H,V } = H
|V | − V

2|V |
+H(−1) |V |+ V

2|V |
=

{
H, åñëè V < 0,

H(−1), åñëè V ≥ 0,
(29)
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ÈÍÄÅÊÑÍÀß ÔÎÐÌÀ ÇÀÏÈÑÈ ÑÕÅÌÛ À.Ã.ÑÎÊÎËÎÂÀ

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (27)-(28) â èíäåêñàõ èìåþò âèä

Hn+1
m −Hn

m

τ
+

+
(V n
m+1 − |V n

m+1|)Hn+1
m+1 + (V n

m+1 + |V n
m+1| − V n

m + |V n
m|)Hn+1

m − (V n
m + |V n

m|)Hn+1
m−1

2h
= 0,

0 ≤ m < M, n ≥ 0.
(30)

(Hn+1
m−1 +Hn+1

m )V n+1
m − (Hn

m−1 +Hn
m)V n

m

2τ
−

−
((|V n

m−1|+ V n
m−1)Hn+1

m−2 + (|V n
m|+ V n

m)Hn+1
m−1)V n+1

m−1

4h
+

+
((|V n

m−1| − V n
m−1 + |V n

m|+ V n
m)Hn+1

m−1 + (|V n
m+1|+ V n

m+1 + |V n
m| − V n

m)Hn+1
m )V n+1

m

4h
−

−
((|V n

m| − V n
m)Hn+1

m + (|V n
m+1| − V n

m+1)Hn+1
m+1)V n+1

m+1

4h
+

+
γ

γ − 1

Hn+1
m +Hn+1

m−1

2

(Hn+1
m )γ−1 − (Hn+1

m−1)γ−1

h
=

= µ
V n+1
m−1 − 2V n+1

m + V n+1
m+1

h2
+
Hn+1
m−1 +Hn+1

m

2
fn+1
m ,

ïðè Hn+1
m−1 +Hn+1

m 6= 0,

V n+1
m = 0, ïðè Hn+1

m−1 +Hn+1
m = 0,

0 < m < M, n ≥ 0,

V n+1
0 = V n+1

M = 0.

(31)
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Ìàòðèöà ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà

AĤ ≡ (σ{Ĥ, V }V )x

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

2h



v1 + |v1| v1 − |v1| 0 . . . 0
−v1 − |v1| −v1 + |v1|+ v2 + |v2| v2 − |v2| 0 . . .

0 −v2 − |v2| −v2 + |v2|+ v3 + |v3| v3 − |v3| 0
0 . . . −v3 − |v3| . . . 0
. . . . . . . . . . . . AN−2,N−1

0 . . . 0 AN−1,N−2 AN−1,N−1


.

Ýòà ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) íà äèàãîíàëè ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà;
2) âíå äèàãîíàëè ñòîÿò íåïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;
3) ñóììà ýëåìåíòîâ ïî ñòîëáöó ðàâíà íóëþ;
4) ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé, ïðè÷åì åñëè äëÿ êàêîãî-íèáóäü i âûïîëíÿåòñÿ
Ai,i+1 6= 0, òî Ai+1,i = 0;
5) åñëè ó ìàòðèöû A èìååòñÿ òðè íåíóëåâûõ ýëåìåíòà â ñòîëáöå äëÿ êàêîãî-íèáóäü i, òî
â i-îé ñòðîêå íåíóëåâûì áóäåò òîëüêî äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò.

Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå èùåòñÿ èç ÑËÀÓ

BĤ = H,

ãäå ìàòðèöà B = E+τA. Ó ìàòðèöû B ïî äèàãîíàëè ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà áîëüøèå
èëè ðàâíûå 1. Â ñèëó ñâîéñòâà 3 ìàòðèöà B èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå
ïî ñòîëáöàì, èç ÷åãî ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ïðè ëþáîì âåêòîðå H.
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ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÈ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè, íàéäåííàÿ ïî ñõåìå À.Ã.Ñîêîëîâà,
èìååò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Ĥ èìååò âñå çíà÷åíèÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûå, åñëè H ≥ 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
îáðàòíîé ìàòðèöû

(E + τA)−1.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó D = (E + τA)T . Ó íåå èìååòñÿ ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëà-
äàíèå ïî ñòðîêå. Äëÿ ìàòðèö ñ òàêèì ñâîéñòâîì èòåðàöèîííûå ìåòîäû ßêîáè è Çåéäåëÿ
ñõîäÿòñÿ ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ïóñòü ðåøàåòñÿ ÑËÀÓ Dx = b ìåòîäîì ßêîáè ñ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 = 0 è
ñ âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè b, ñîñòîÿùèì èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Èç âû÷èñëèòåëüíîé
ñõåìû ìåòîäà ßêîáè

xn+1
i =

1

Di,i
(bi −

M∑
k=1,k 6=i

Bi,kx
n
k), i = 1, 2, . . . ,M

è ñâîéñòâ íåïîëîæèòåëüíîñòè âíåäèàãîíàëüíûõ è ïîëîæèòåëüíîñòè äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû D (Dk,i = Bi,k ≤ 0 i = 1, 2, . . . ,M) ñëåäóåò, ÷òî xni ≥ 0 äëÿ i =
1, 2, . . . ,M, n = 1, 2, . . .. Ïðåäåëüíûé âåêòîð òàêæå áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà b âåêòîð x = D−1b áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì.
Çíà÷èò ìàòðèöà D−1 ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà

(E + τA)−1 = (D−1)T

ñóùåñòâóåò è ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
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ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ

ÒÅÎÐÅÌÀ Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

Ht + (σ{Ĥ, V }V )x = 0

ñ ëþáîé çàäàííîé ñåòî÷íîé ôóíêöèåé V èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì åñëè H0 ≥
0, òî è Hn ≥ 0 äëÿ âñåõ n. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, ò.å.

M−1∑
i=0

hHn
i =

M−1∑
i=0

hH0
i .

Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè è êîíñåðâàòèâíîñòè ñëåäóåò

‖Hn‖L1,h
= const äëÿ ∀n.

Åñëè V çàäàííàÿ ôóíêöèÿ è H0 ≥ 0, òî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
ñëàáîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Îäíàêî, L1,h 6→ L1 ïðè h→ 0.
Ïðèìåð. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñ ôóíêöèåé u = sin(3πx) åãî ðåøå-

íèå áóäåò ñî âðåìåíåì ñîáèðàòüñÿ â äâå δ-ôóíêöèè â òî÷êàõ x = π è x = 3π ñ ðàçíûìè
êîýôôèöèåíòàìè â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ρ0 ≥ 0, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ
îòðåçêà [0, 1]

ρ(t, x)→ 0, ïðè t→∞.
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ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÒÎÆÄÅÑÒÂÎ

Äîêàæåì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè âûïîë-
íåíèè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4), óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ p = ργ è µ = 0.∫ X

0
ρ(t, x)

u2(t, x)

2
+
p(t, x)

γ − 1
dx =

∫ X

0
ρ(0, x)

u2(0, x)

2
+
p(0, x)

γ − 1
dx. (32)

Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà 1
2u

2, à âòîðîå íà u

1
2u

2∂ρ

∂t
+

1

2
u2∂ρu

∂x
= 0,

1
2ρ
∂u2

∂t
+

1

2
ρu
∂u2

∂x
+ u

∂ργ

∂x
= 0.

Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî îáëàñòè Q = [0, T ]× [0, X], ïîëó÷èì∫
Q

1

2

∂ρu2

∂t
+

1

2

∂ρu3

∂x
+ u

∂ργ

∂x
dQ = 0.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ñèëó îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé íà ôóíêöèþ u ðàâåí íóëþ, à èíòåãðàë îò òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì

∫
Q u

∂ργ

∂x
dx =

∫
Q
γργ−2ρu

∂ρ

∂x
dx =

∫
Q

γ

γ − 1
ρu
∂ργ−1

∂x
dx = −

∫
Q

γ

γ − 1
ργ−1∂ρu

∂x
dx =

=
∫
Q

γ

γ − 1
ργ−1∂ρ

∂t
dx =

∫
Q

1

γ − 1

∂ργ

∂t
dx.

Â ðåçóëüòàòå èìååì ∫
Q

1

2

∂ρu2

∂t
+

1

γ − 1

∂p

∂t
dQ = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò òîæäåñòâî (32).
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ÏÎËÍÎÑÒÜÞ ÍÅßÂÍÀß ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ ÑÎÊÎËÎÂÀ À.Ã.

Ht + (σ{Ĥ, V̂ }V̂ )x = 0, 0 ≤ m < M, n ≥ 0, (33)

(Hs̄V )t +
1

2

(
(σ{ĤV̂ , V̂ }V̂ )x + (σ{ĤV̂ +1, V̂ }V̂ )x̄

)
+

γ

γ − 1
Ĥs̄((Ĥ)γ−1)x̄ = 0 ïðè Ĥs̄ 6= 0,

V̂ = 0, ïðè Ĥs̄ = 0,
0 < m < M, n ≥ 0,

V̂0 = V̂M = 0.
(34)

Äëÿ ïîëíîñòüþ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèÿ H0 áîëüøå èëè ðàâíà

íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû (33)-(34) äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

M−1∑
m=0

h

γ − 1
(Ĥγ −Hγ) +

M−1∑
m=0

h

2
(ĤV̂ 2 −HV 2) ≤ 0.
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ Â ËÀÃÐÀÆÅÂÛÕ ÌÀÑÑÎÂÛÕ
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

∂η

∂t
=

∂u

∂x
,

∂u

∂t
+
∂p(η)

∂x
=

∂

∂x

(
νρ
∂u

∂x

)
+ g,

ρ = 1/η.

(35)

Ôóíêöèÿ η çàäàåò óäåëüíûé îáúåì ãàçà (η = 1/ρ), à ôóíêöèÿ u � ñêîðîñòü ãàçà. Ðåøåíèå
ñèñòåìû z = (η, u) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè îò ëàãðàæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàò â îáëàñòè
Q = (0, T )× (0, X).

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (35)

u|x=0,x=X = 0, η|t=0 = η0, u|t=0 = u0. (36)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èç êëàññà W 1,1
2 (Q) × W 1,2

2 (Q) òàêèå, ÷òî η > 0.
Ïîëîæèì z0 = (η0, u0), ρ0 = 1/η0.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ p(η) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì p, p′ ∈ Lloc∞ (R+), p ≥ 0, è
äëÿ η ∈ R+ = (0,+∞) � íåðàâåíñòâó

ηp(η) ≤ C0[E0(η) + C1η], E0(η) =

1∫
η

p(ξ)dξ,

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè C0 è C1. Íåðàâåíñòâî íàëàãàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäå-
íèå p(η) òîëüêî ïðè η → +0 è η → +∞. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíò-
íî, ñ ó÷åòîì äðóãèõ óñëîâèé íà p, óñëîâèþ p = O(1).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p(η) = p1η
−γ ñ p1 > 0, γ ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò

ýòîìó íåðàâåíñòâó.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÀÆÈÕÎÂÀ À.Â.

Ïóñòü N > 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. ×åðåç K(N) íèæå îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûå ïîëî-
æèòåëüíûå íåóáûâàþùèå ôóíêöèè (îíè ìîãóò çàâèñåòü îòX, T , ν è p êàê îò ïàðàìåòðîâ),
à ÷åðåç k(N) � àíàëîãè÷íûå íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì
∂

∂t
= Dt,

∂

∂x
= D.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÀÆÈÕÎÂÀ.
Åñëè ‖z0‖W 1

2 (0,X) + ‖g‖L2(Q) ≤ N , N−1 ≤ η0, è u0|x=0,x=X = 0, òî çàäà÷à (35)-(36) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì äëÿ íåãî âåðíû îöåíêè

1/K0(N) ≤ η ≤ K0(N), ‖η‖
W

(1,1)
2 (Q)

+ ‖DtDη‖L2(Q) + ‖u‖
W

(1,2)
2 (Q)

≤ K(N).

21



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÊÀÆÈÕÎÂÀ À.Â.

Îáîçíà÷èì

(Itω)(t) =

t∫
0

ω(θ)dθ

è

| · | = ‖ · ‖L∞,2(Q) + ‖ · ‖
W

(0,1)
2 (Q)

, ‖ω‖(1/2,0) = sup
0<γ<T

γ−1/2‖ω(t+ γ, x)− ω(t, x)‖L2(QT−γ).

ÒÅÎÐÅÌÀ.
1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Êàæèõîâà è

‖D2u0‖L2(0,X) + ‖g(1)‖L2(Q) + ‖g(2)‖L2(Q) + ‖g‖L2(Q) + ‖Dtg
(1)‖L1,2(Q) ≤ N,

ïðè÷åì g = g(1) +DItg
(2), òî

|Dtu|+ ‖Dtu‖(1/2,0) ≤ K(N).

2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Êàæèõîâà è

‖D2u0‖L2(0,X)+‖(Dtu)0‖W 1
2 (0,X)+‖Dtg‖L2(Q) ≤ N, (Dtu)0|x=0,X = 0, p′′ ∈ Lloc∞ (R+),

ãäå (Dtu)0 = D(νρ0Du0 − p(η0)) + g|t=0 � íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ãàçà, òî

‖Dtu‖W (1,2)
2 (Q)

≤ K(N).

3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï.2 è

‖D2(Dtu)0‖L2(0,X) + ‖D2
t g‖L(1,2)

2 (Q)
≤ N,

òî
|D2

t u|+ ‖D2
t u‖(1/2,0) ≤ K(N).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Êàæèõîâà äëÿ 2 ≤ q ≤ ∞ èç ‖Dη0‖Lq(0,X) +
‖Itg‖L∞,q(Q) ≤ N âûòåêàåò îöåíêà

‖Dη‖L∞,q(Q) ≤ K(N).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Â óñëîâèÿõ ï.1 äëÿ 2 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ 2/(0.5 − q−1) èç
‖Dη0‖Lq(0,X) + ‖g‖Lr,q(Q) ≤ N âûòåêàåò îöåíêà

‖D2u‖Lr,q(Q) ≤ K(N).
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ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ Â ËÀÃÐÀÆÅÂÛÕ ÌÀÑÑÎÂÛÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå Z = (H,U) ñîñòîèò èç äâóõ ôóíêöèé, çàäàþùèõ ïðèáëèæåííî

óäåëüíûé îáúåì è ñêîðîñòü ãàçà. Ôóíêöèÿ H îïðåäåëåíà íà ñåòêå ω̄τ ×ω1/2
h , à U íà ñåòêå

ω̄τ × ωh. Ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïðåäëîæåííîå Àìîñîâûì À.À. è Çëîòíèêîì À.À.,
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ht = (Ux + Ûx), (37)

Ut + Px = (νR̃(Ux + Ûx))x +G, (38)

U0 = UM = 0, Hn|n=0 = H0, Un|n=0 = U0. (39)

Çäåñü R̃(Ĥ,H) =
lnĤ − lnH
Ĥ −H

ïðè Ĥ 6= H, à R̃(Ĥ, Ĥ) =
1

H
.

Âèä ñåòî÷íîãî äàâëåíèÿ P = P (Ĥ,H) íå çàôèêñèðîâàí è â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî
ïðîèçâîëåí. Åãî âûáîð áóäåò îáñóæäåí íèæå.

Áëàãîäàðÿ âûáîðó àïïðîêñèìàöèè R̃ äëÿ ïëîòíîñòè â óðàâíåíèè (37) âòîðîå óðàâ-
íåíèå ð.ñ. â ñèëó ôîðìóëû H̃t = (lnH)t è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ð.ñ. äîïóñêàåò çàïèñü â
âèäå

Ut = ν(lnH)xt − Px +G.

Ýòà çàïèñü èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ð.ñ.
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ÔÓÍÊÖÈß ÑÅÒÎ×ÍÎÃÎ ÄÀÂËÅÍÈß

Ýòàëîííûì ñëóæèò ñåòî÷íîå äàâëåíèå

P̃ (Ĥ,H) = −E
0(Ĥ)− E0(H)

Ĥ −H

ïðè Ĥ 6= H, à
P̃ (Ĥ, Ĥ) = p(Ĥ).

Çàìåòèì, ÷òî
R̃ = P̃ ,

åñëè p(η) = η−1.
Âåðíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

R̃(Ĥ,H) =

1∫
0

(H(λ))−1dλ, P̃ (Ĥ,H) =

1∫
0

p(H(λ))dλ. (40)

Â êà÷åñòâå ñåòî÷íîãî äàâëåíèÿ ìîæíî âûáèðàòü õîðîøî èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè P :

Ps(Ĥ,H) = p

(
Ĥ +H

2

)
,

Pt(Ĥ,H) =
p(Ĥ) + p(H)

2
,

PS(Ĥ,H) =
p(Ĥ) + 4p((Ĥ +H)/2) + p(H)

6
,

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà â (40).
Àìîñîâ è Çëîòíèê ïðåäëîæèëè åùå íåñêîëüêî âèäîâ çàïèñè ñåòî÷íîãî äàâëåíèÿ, à

òàêæå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîå ñëåäóåò íàëîæèòü íà ôóíêöèþ äàâëåíèÿ, ÷òîáû âñå äîêà-
çàííûå äëÿ ñõåìû ðåçóëüòàòû îñòàâàëèñü âåðíûìè.
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ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛ

Ñâîéñòâà ðàçíîñòíîé ñõåìû (37)-(39) èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ïîëíî. Ýòî èññëåäîâà-
íèå îïèðàåòñÿ íà òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, à òàêæå äîñòàòî÷íî
îáùèå òåîðåìû, èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ çàäà÷.

Ïðèâåäåì ëèøü îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ áåç óêàçàíèÿ òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé òåîðåì.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 1. Ðåøåíèå ð.ñ. åäèíñòâåííî ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìàêñèìàëüíûé øàã ñåòêè
ïî âðåìåíè â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà P . Ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò, åñëè p′(ρ) > 0.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 2. Ðåøåíèå ð.ñ. ñóùåñòâóåò, îãðàíè÷åíî è H îòäåëåíî îò íóëÿ ïðè óñëîâèè
îãðàíè÷åííîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïðàâîé ÷àñòè.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 3. Ðåøåíèå ð.ñ. óñòîé÷èâî.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 4. Äëÿ ðåøåíèÿ ð.ñ. äîêàçàíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè, îõâàòûâàþùèå ñëó÷àé
íåãëàäêèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïðàâîé ÷àñòè.

ÑÂÎÉÑÒÂÎ 5. Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ð.ñ. ïðåäëîæåíû ìåòîä ïðîñòîé
èòåðàöèè è ìåòîä Íüþòîíà. Ïðîèçâåäåíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòèõ ìåòîäîâ.
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