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ÈÑÒÎÐÈß ÐÎÆÄÅÍÈß

Ñèñòåìà êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàñøèðÿþùàÿ âîçìîæíîñòè ìîäå-
ëè Íàâüå-Ñòîêñà, âïåðâûå ïîÿâèëàñü â õîäå èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ â 80-õ ãîäàõ 20
âåêà íåáîëüøîé ãðóïïîé ñîòðóäíèêîâ Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ èì.
Ì.Â.Êåëäûøà ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.êîðð.ÐÀÍ Á.Í.×åòâåðóøêèíà. Ïðàêòè÷åñêè ñ ñàìî-
ãî íà÷àëà àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå ïðèíèìàåò ïðîô. Ò.Ã.Åëèçàðîâà. Ýòè óðàâíåíèÿ
îòëè÷àëèñü îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ãàçà äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè,
èìåþùèìè âèä âòîðûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Íîâûå ìîäåëè ñðàçó ïîçâîëèëè
ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà, à â ïîñëåä-
ñòâèè è óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Ýòè àëãîðèòìû â íà÷àëå íàçûâàëèñü êèíåòè÷åñêè-
ñîãëàñîâàííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû.

Ïîçäíåå â ðàáîòàõ ïðîô.Þ.Â.Øåðåòîâà êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, äåòàëüíî èññëåäîâàíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû.
Êðîìå òîãî, èì áûëà ïîñòðîåíà ðîäñòâåííàÿ ýòèì óðàâíåíèÿì êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà. Ïðèíöèïèàëüíûì è ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÊÃÄ ïîäõîäà îò òåîðèè Íàâüå-
Ñòîêñà ÿâèëîñü èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí � ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû.
Äîïîëíèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ïî âðåìåíè ÿâèëîñü ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ â óðàâíåíèÿõ
äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ôîðìàëüíî îòëè÷àþò ÊÃÄ ñèñòåìû
îò ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà.
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ÃÐÀÍÈÖÛ ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå îáå ÊÃÄ ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è
äðóã îò äðóãà äèâåðãåíòíûìè ÷ëåíàìè, èìåþùèìè ôîðìàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðÿä-
êè ìàëîñòè O(Kn2) ïðèKn → 0, ãäåKn� ÷èñëî Êíóäñåíà. ×èñëîKn, íàçâàííîå â ÷åñòü
äàòñêîãî ôèçèêà Ìàðòèíà Êíóäñåíà (1871-1949), õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàçðåæåííîñòè

ãàçîâîãî ïîòîêà. Kn =
λ

L
, ãäå λ � ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë â ãàçå, à L

� õàðàêòåðíûé ðàçìåð òå÷åíèÿ (íàïðèìåð, äëèíà îáòåêàåìîãî òåëà, äèàìåòð òðóáîïðî-
âîäà, äèàìåòð ñâîáîäíîé ñòðóè). Åñëè Kn � 1 (òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíî Kn → ∞), òî
àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáòåêàåìûõ ðàçðåæåííûì ãàçîì òåë (èëè òå÷åíèå â
âàêóóìíûõ òðóáîïðîâîäàõ) ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, íå ðàññìàòðèâàÿ ñòîëêíîâåíèé ìåæäó
ñîáîé, à ó÷èòûâàÿ ëèøü óäàðû ìîëåêóë î òâåðäóþ ïîâåðõíîñòü (ñâîáîäíîå ìîëåêóëÿð-
íîå òå÷åíèå). Ïðàêòè÷åñêè òàêèå ìåòîäû ñòàíîâÿòñÿ ïðèìåíèìû óæå ïðè Kn ∼ 1. Åñëè
Kn� 1 (òåîðåòè÷åñêè � ïðè Kn→ 0), ñïðàâåäëèâî îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ãèäðîìåõà-
íèêè î ñïëîøíîñòè (êîíòèíóàëüíîñòè) ñðåäû è ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèÿ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà èëè óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Ïðàêòè÷åñêè ýòè ìåòîäû ñïðàâåäëèâû è èñïîëüçóþòñÿ ïðè Kn ∼ 10−3.

Âëèÿíèå äîáàâî÷íûõ ÷ëåíîâ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è êâàçèñòàöèîíàðíûõ ãàçîäèíàìè÷å-
ñêèõ òå÷åíèé íåçíà÷èòåëüíî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà. Êâàçèñòàöèîíàðíûì íàçûâàþò
òå÷åíèå æèäêîñòè èëè ãàçà ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ñòðóõàëà: Sh = L/(V t) � 1. Çäåñü L �
õðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð òåëà, V � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü (îáû÷íî ñêîðîñòü íàáå-
ãàþùåãî ïîòîêà), t � õàðàêòåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ. ×èñëî íàçâàíî ïî èìåíè ÷åøñêîãî
ó÷åíîãî Âèíöåíòà Ñòðîóãàëà (1850-1923). Îäíàêî äëÿ ñèëüíî íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, à
òàêæå ïðè ÷èñëàõ Kn, áëèçêèõ ê åäèíèöå, èõ âêëàä ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Èìåííî
â ýòîì êëàññå çàäà÷ ñëåäóåò èñêàòü ïðåèìóùåñòâî ÊÃÄ ìîäåëåé. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëè-
ðîâàíèè äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå ïðîÿâëÿþò ñåáÿ êàê ýôôåêòèâíûå ðåãóëÿðèçàòîðû.

Êàæäîé èç äâóõ ÊÃÄ ñèñòåì ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðîáëåìû çàìû-
êàíèÿ. Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå-
÷åíèé èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, à êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêèå � ïðè èññëåäîâàíèè
äâèæåíèé ãàçîâ è æèäêîñòåé ñ áîëåå îáùèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ.

Ãàç íàçûâàåòñÿ ïîëèòðîïíûì, åñëè âíóòðåíÿÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé
òåìïåðàòóðû

ε = cV T.
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ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÎÑÐÅÄÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì îäíîàòîìíûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà N àòîìîâ-
øàðèêîâ ðàäèóñà r0 è ìàññû m0. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 âûáåðåì äåêàðòîâó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, x3) è âðåìÿ t.

Äâèæåíèå êàæäîãî àòîìà ìîæåò áûòü îïèñàíî óðàâíåíèÿìè ìåõàíèêè Íüþòîíà. Îä-
íàêî òàêîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè îêàçûâàåòñÿ î÷åíü äàëåêèì
îò ïðàêòèêè, ïîñêîëüêó N î÷åíü âåëèêî. Êðîìå òîãî, âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ îïðåäåëå-
íèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è è ïîñëåäóþùèì îñðåäíåíèåì ïîëó÷àþùèõñÿ âåëè÷èí,
êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí � ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è òåì-
ïåðàòóðû ñðåäû.

Â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïåðåõîäå
îò áîëüøîãî ÷èñëà îòäåëüíûõ ÷àñòèö ê ñïëîøíîé ñðåäå ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð îñðåäíåíèÿ.
Ýòè ïðîöåäóðû ìîãóò áûòü âûáðàíû ïî-ðàçíîìó.
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ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ ÑÐÅÄÍÈÅ

Â òåîðèè Íàâüå-Ñòîêñà èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìãíîâåííûå ïðîñòðàíñòâåííûå
ñðåäíèå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ∆V � îáúåì øàðà ðàäèóñà RV ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Ïóñòü àòîì íàõîäèòñÿ â
øàðå, åñëè åãî öåíòð ïðèíàäëåæèò ýòîìó øàðó. Ïóñòü N∆V (t) � ÷èñëî ìîëåêóë â îáúåìå
âðåìåíè t. Îïðåäåëèì ïëîòíîñòü, ñðåäíèé èìïóëüñ è ñðåäíþþ ýíåðãèþ åäèíèöû îáúåìà
êàê

ρ(t,x) =
m0

∆V
N∆V (t), (1)

I(t,x) = ρu =
m0

∆V

N∆V (t)∑
i=1

ξi(t), (2)

E(t,x) = ρ

(
u2

2
+ ε

)
=

m0

∆V

N∆V (t)∑
i=1

ξ2
i (t)

2
, (3)

ãäå ξi(t) � ñêîðîñòü i−îé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t, m0 � åå ìàññà. Â ïðèâåäåííûõ
âûðàæåíèÿõ ε = ε(t,x) � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ââåäåì òåìïåðàòóðó T , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

ε = cvT, (4)

ãäå cv = cp − R � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, cp � óäåëüíàÿ òåï-
ëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, R = kB/m0 = R∗/M � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, kB =
1, 38 · 10−16 ýðã/Ê � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, R∗ � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, M

� ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà ãàçà, γ =
cp
cv

� ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Ïðè èçìåíåíèè îáúåìà îñðåäíåíèÿ îáúåìà ∆V çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ.
Ïðèìåì ãèïîòåçó î íàëè÷èè äâóõ ìàñøòàáîâ Rmax è Rmin òàêèõ, ÷òî Rmax � Rmin è
ïðè ôèêñèðîâàííûõ x è t ïðè ëþáîì Rmax > RV > Rmin çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ñðåäíèõ
ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò ∆V . Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå íàçîâåì
ãàçîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � ïëîòíîñòüþ, èìïóëüñîì è ïîëíîé ýíåðãèåé.
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ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎ-ÂÐÅÌÅÍÍÛÅ ÑÐÅÄÍÈÅ

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñðåäíèå:

ρ(t,x) =
m0

∆V

1

∆t

∫ t+∆t

t
N∆V (t̃)dt̃, (5)

I(t,x) = ρu =
m0

∆V

1

∆t

∫ t+∆t

t

N∆V (dt̃)∑
i=1

ξi(dt̃)

 dt̃, (6)

E(t,x) = ρ

(
u2

2
+ ε

)
=

m0

∆V

1

∆t

∫ t+∆t

t

N∆V (t)∑
i=1

ξ2
i (dt̃)

2

 dt̃. (7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ Rmax è Rmin, ñóùåñòâó-
þò òàêæå äâà âðåìåííûõ ìàñøòàáà ∆tmax � ∆tmin, òàêèõ, ÷òî ïðè ëþáîì ∆tmax > ∆t >
∆tmin çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ñðåäíèõ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò ∆V è ∆t.
Õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ìàñøòàáîâ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êàê ∆tmax ∼ Rmax/c,
∆tmin ∼ Rmin/c, ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîç-
ìóùåíèé â ãàçå. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãàçîäèíàìè-
÷åñêèå âåëè÷èíû � ïëîòíîñòü, èìïóëüñ è ïîëíóþ ýíåðãèþ.

Ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ ïî âðåìåíè ïðè îïðåäåëåíèè ãàçîäèíàìè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïî äâóì ïðè÷èíàì.
1. Â ýêñïåðèìåíòàõ èçìåðåíèå âñåõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿåòñÿ çà êî-
íå÷íîå âðåìÿ, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ ïî íåêîòîðîìó âðåìåííîìó
èíòåðâàëó.
2. ×èñëî ÷àñòèö â ìàëîì îáúåìå ∆V ñ ïðîçðà÷íûìè ãðàíèöàìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ìåíÿåòñÿ íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà ∆V/c çà ñ÷åò ÷àñòèö, õàîòè÷åñêèì îáðàçîì ïåðåñåêàþùèõ
åãî ãðàíèöó.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö â îáúåìå îñðåäíåíèÿ ∆V ïðîñòðàíñòâåííûå è
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñðåäíèå ìîãóò áûòü î÷åíü áëèçêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýðãî-
äè÷åñêîé ãèïîòåçå îá èäåíòè÷íîñòè ìãíîâåííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ñðåäíèõ. Äàëåå, ÷òîáû ðàçëè÷àòü ýòè ñðåäíèå, áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñû s
è st.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÍÅÐÀÇÐÛÂÍÎÑÒÈ

Â îñíîâó ãèäðîäèíàìèêè ïîëîæåí ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ìàññû

∂ρ

∂t
+ div jm = 0, (8)

ãäå jm � âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû. Èíòåãðàëüíûé âèä óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

∂

∂t

∫
V
ρdV +

∫
σ
(jm,n)dσ = 0 (9)

îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå ìàññû â íåêîòîðîì çàìêíóòîì îáúåìå V îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîêîì
ìàññû jm, ïðîòåêàþùèì ÷åðåç åãî ãðàíèöó σ. Ïðè ýòîì ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíå-

íèÿ (8) îïðåäåëåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íå èñïîëüçóþòñÿ!

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñðåäíèõ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû ðàâíà èì-
ïóëüñó åäèíèöû îáúåìà

jms = ρus. (10)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (8) èìååò âèä

∂ρs
∂t

+ div (us(t,x)ρs(t,x)) = 0. (11)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïðåäåëåíèé ïðîñòàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñðåäíèõ óðàâ-

íåíèå (11) íå âûïîëíÿåòñÿ! Ïîêàæåì ýòî. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (11) ïî ìàëîìó
èíòåðâàëó âðåìåíè ∆t. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ρst, ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèìåò âèä

1

∆t

∫ t+∆t

t

∂ρs(t̃,x)

∂t
dt̃ =

∂

∂t
ρst(t,x).

Âòîðîå ñëàãàåìîå (11) ïðèìåò âèä

1

∆t

∫ t+∆t

t
div(ρs(t̃,x)us(t̃,x))dt̃ =

div

(
1

∆t

∫ t+∆t

t
(ρs(t̃,x)us(t̃,x)dt̃

)
6= div(ρst(t̃,x)ust(t̃,x)),

ïîñêîëüêó ∫ t+∆t

t
ρs(t̃,x)us(t̃,x)dt̃ 6=

∫ t+∆t

t
ρs(t̃,x)dt̃ ·

∫ t+∆t

t
us(t̃,x)dt̃.

Ýòî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî äàæå çà ìàëîå âðåìÿ ∆t ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è
èìïóëüñà åäèíèöû îáúåìà óñïåâàþò èçìåíèòüñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå îá-
ùåì âèäå. Ââåäåì ìàëóþ äîáàâêó ê ñêîðîñòè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì êàê ωst, è çàïèøåì
ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû êàê

jmst = ρst(ust − ωst).
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ÒÎÆÄÅÑÒÂÎ ÝÉËÅÐÀ-ËÈÓÂÈËËß

Âûäåëèì â îáëàñòè òå÷åíèÿ îãðàíè÷åííûé äâèæóùèéñÿ ìàòåðèàëüíûé îáúåì V =
V (t) ñ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ σ = σ(t), îðèåíòèðîâàííîé ïîëåì âíåøíèõ íîðìàëåé n.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåì V (t) âîçíèêàåò èç îáúåìà V0 = V (t0), ãäå t0 � íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, ïóòåì íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè, îáóñëîâëåííîé âåêòîðíûì ïîëåì v.
Òîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåëè÷èíû ϕ â îáúåìå V (âåëè÷èíà ϕ = ϕ(x, t) �
íåêîòîðîå ñêàëÿðíîå èëè âåêòîðíîå ïîëå) âûðàæàåòñÿ èçâåñòíûì òîæäåñòâîì Ýéëåðà-
Ëèóâèëëÿ

d

dt

∫
V
ϕdV =

∫
V

[Dϕ+ ϕdivv] dV =

∫
V

[
∂ϕ

∂t
+ div(ϕv)

]
dV, (12)

ãäå D =
∂

∂t
+ v · ∇ � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå x îáëàñòè òå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëåí âåêòîð jm =
jm(x, t), íàçûâàåìûé ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ìàññû. Ïóñòü îáúåì V0 ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü òðà-
åêòîðèé, îïðåäåëÿåìûõ âåêòîðíûì ïîëåì v = jm/ρ. Òîãäà òîæäåñòâî Ýéëåðà-Ëèóâèëëÿ
ïðèìåò âèä

d

dt

∫
V
ϕdV =

∫
V

[
∂ϕ

∂t
+ div(ϕjm/ρ)

]
dV. (13)
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ÏÎÑÒÓËÀÒÛ ÌÑÑ

I. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:
d

dt

∫
V
ρ dV = 0. (14)

II. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

d

dt

∫
V

(ρu) dV =

∫
V

(ρF) dV +

∫
σ

(n · P ) dσ (15)

� ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà â îáúåìå V ðàâíà ñóììå ïðèëîæåííûõ ê íåìó ñèë.
Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (15) åñòü îáúåìíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû

âíåøíåãî ïîëÿ; âòîðîé îïðåäåëÿåò ñèëû äàâëåíèÿ è âíóòðåííåãî âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðè-
ëîæåííûå ê ïðîâåðõíîñòè σ. Âåëè÷èíà P = P (x, t) íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì âíóòðåííèõ
íàïðÿæåíèé. Çàïèñü (n ·P ) îçíà÷àåò ñâåðòêó (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) âåêòîðà n è òåí-
çîðà âòîðîãî ðàíãà P , îñóùåñòâëÿåìóþ ïî ïåðâîìó èíäåêñó òåíçîðà P . Ñîîòâåòñòâåííî,
(P · n) � ñâåðòêà P è n ñ ó÷àñòèåì âòîðîãî èíäåêñà òåíçîðà P . Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî
òåçîðà P èìååì (n · P ) = (P · n).

III. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè:

d

dt

∫
V
ρ

(
u2

2
+ ε

)
dV =

∫
V

(jm · F) dV +

∫
σ

(A · n) dσ −
∫
σ

(q · n) dσ. (16)

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (16) ðàâåí ìîùíîñòè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë, ïðèëîæåí-
íûõ ê îáúåìó V ; âòîðîé èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìîùíîñòü ïîâåðõíîñòíûõ ñèë äàâëåíèÿ è
âíóòðåííåãî âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (16) îïèñûâàåò ïðèòîê ýíåðãèè â åäèíèöó
âðåìåíè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü σ çà ñ÷åò ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè. Êîíêðåòíûå âûðàæå-
íèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé A = A(t,x) è q = q(t,x) îïðåäåëÿþòñÿ ïðèìåíÿåìîé ìîäåëüþ.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè âûïèñûâàþòñÿ åùå äâà ïîñòóëàòà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
IY. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.
Y. Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè � îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè â îáúåìå
V .
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ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß Â ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÅ

Ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, êàê ôóíêöèé îò
âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé

∂ρ

∂t
+ div jm = 0, (17)

∂(ρu)

∂t
+ div (jm ⊗ u) = ρF + div P, (18)

∂

∂t

[
ρ

(
u2

2
+ ε

)]
+ div

[
jm

(
u2

2
+ ε

)]
= (jm · F) + divA − div q. (19)

Çäåñü jm ⊗ u � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ âåêòîðîâ jm è u. Ïðè âû÷èñëåíèè äèâåðãåíöèè îò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ñâåðòêà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî åãî ïåðâîìó èíäåêñó:

jm ⊗ u =

 j1
mu1 j

2
mu1 j

3
mu1

j1
mu2 j

2
mu2 j

3
mu2

j1
mu3 j

2
mu3 j

3
mu3

 ,

div (jm ⊗ u) =



∂

∂x
j1
mu1 +

∂

∂y
j2
mu1 +

∂

∂z
j3
mu1

∂

∂x
j1
mu2 +

∂

∂y
j2
mu2 +

∂

∂z
j3
mu2

∂

∂x
j1
mu3 +

∂

∂y
j2
mu3 +

∂

∂z
j3
mu3

 .
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Äîáàâèâ ê ñèñòåìå (17)-(19) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ρ |t=0= ρ0(x) > 0, u |t=0= u0(x), T |t=0= T0(x) > 0, x ∈ V0, (20)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u |σ= 0, (jm · n) |σ= 0, (q · n) |σ= 0, t ≥ 0, (21)

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
dS(t)

dt
≥ 0,

ãäå S(t) =
∫
V0
ρsdx � ïîëíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò,

÷òî âåëè÷èíà S(t) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé âðåìåíè.
Ñèñòåìà (17)-(19) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü âåëè÷èíû jm, P ,

q, A êàê ôóíêöèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû è èõ ïðîèçâîäíûõ.
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ÇÀÌÛÊÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ çàäàíî â âèäå

p = ρRT, ε =
p

ρ(γ − 1)
.

Òàêæå êàê è â òåîðèè íüþòîíîâñêèõ ñðåä ïîëîæèì, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé P è ðàáîòà
ñèë äàâëåíèÿ è âÿçêîãî òðåíèÿ A ñâÿçàíû ñ òåíçîðîì âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Ï ñîîòíîøå-
íèÿìè âèäà:

P = Ï− pI, A = (Ï · u)− pjm
ρ
,

ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð-èíâàðèàíò âòîðîãî ðàíãà.
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Çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

jm = ρ(u−w),

P = −pI +Ï = −pI +ÏNS+

+τ̃ ⊗ [ρ(u · ∇)u +∇p− ρF] + τ̃ I [(u · ∇)p+ γpdivu] ,

q = −κ∇T − τ̃ ρu
[
(u · ∇)ε+ p(u · ∇)

(
1

ρ

)]
,

ãäå

w =
τ̃

ρ
[div(ρu⊗ u) +∇p− ρF]

è
ÏNS = µ

[
(∇⊗ u) + (∇⊗ u)T − (2/3)Idivu

]
+ ζIdivu

� òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, íàçûâàåìûé íàâüå-ñòîêñîâñêèì òåíçîðîì âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.
Âåðõíèì èíäåêñîì T îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
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Âûøå ÷åðåç τ̃ îáîçíà÷åí íåêîòîðûé ìàëûé êîýôôèöèåíò ðàçìåðíîñòè âðåìåíè, êîòî-
ðûé â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðîì ðåëàêñàöèè, èëè ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè τ̃ = 0
ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ jm, P è q âûðîæäàþòñÿ â ñîîòâåòñâóþùèå âåëè÷èíû
äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ τ̃ áóäóò îáñóæäàòüñÿ äàëåå.

Âåêòîð A çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

A = (ÏNS · u)− p(u−w)+

+τ̃u

[
ρ(u · ∇)

(
u2

2

)
+ (u · ∇)p

]
+ τ̃u [(u · ∇)p+ γp div u] .
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ÊÂÀÇÈÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ

Ïîäñòàâëÿÿ âûïèñàííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ è òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé â îáùóþ
ñèñòåìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ïîëó÷èì êâàçèçàãîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â âèäå

∂ρ

∂t
+ div jm = 0, (22)

∂(ρu)

∂t
+ div (jm ⊗ u) + ∇p = ρ∗F + divÏ, (23)

∂

∂t

[
ρ

(
u2

2
+ ε

)]
+ div

[
jm

(
u2

2
+ ε+

p

ρ

)]
+ div q = (jm · F) + div (Ï · u). (24)

Çäåñü
ρ∗ = ρ− τ̃ div (ρu)

� ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â òî÷êå (t+ τ̃ ,x).
Ýòà ñèñòåìà ïîëó÷åíà ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çà íåêîòîðîå ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷-

íî ìàëîå âðåìÿ ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè, ñðåäíåãî èìïóëüñà è ýíåðãèè
åäèíèöû îáúåìà óñïåâàþò èçìåíèòüñÿ è áûëà ïðåäëîæåíà â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ â ðà-
áîòàõ Á.Í.×åòâåðóøêèíà è Ò.Ã.Åëèçàðîâîé. Âòîðîé ñïîñîá çàìûêàíèÿ ñèñòåìû çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ ïðåäëîæåí Þ.Â.Øåðåòîâûì â êîíöå 90-õ ãîäîâ ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çà
áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî èì-
ïóëüñà åäèíèöû îáúåìà, à èçìåíåíèÿìè ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íîâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷èëà íàçâàíèå êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé.
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß

Âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû jm âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïðî-
èçâîäíóþ îò äàâëåíèÿ

jm = ρu− τ̃ [div(ρu⊗ u) +∇p− ρF] .

Ýòî äåëàåò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ îáåèõ ÊÃÄ ñèñòåì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïîýòîìó ïðè ïîñòàíîâêå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÊÃÄ ñèñòåì òðåáóåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé Íàâüå-Ñòîêñà ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç óñëîâèé äëÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû jm íà
ãðàíèöå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîíèöàåìóþ ñòåíêó è ÷òî âíåøíÿÿ
ñèëà ðàâíà íóëþ. Òîãäà óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ìàññû

(jm · n) = 0

è óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè

(u · n) = 0 (25)

ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ äëÿ äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå â âèäå

∂p

∂n
= 0.

Èç ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé è òåïëîâîãî ïîòîêà äëÿ îáåèõ
ÊÃÄ ñèñòåì ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè (25) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ïðîïîðöèîíàëüíûå τ̃ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â òåïëîâîì ïîòîêå è òåíçîðå âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé îáðàùàþòñÿ â íîëü, è äëÿ ÊÃÄ ñèñòåì íà ñòåíêå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Ï = ÏNS , q = qNS .

Òåì ñàìûì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà è ñèëû òðåíèÿ íà òâåðäîé ñòåíêå
äëÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé ñîâïàäàþò ñ òðàäèöèîííûìè âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ
óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.
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ÂÅÊÒÎÐ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÏÎÒÎÊÀ ÌÀÑÑÛ

Ôîðìàëüíî âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ÊÃÄ ñèñòåìû ïðèñóòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ñèñòåìîé Íàâüå-Ñòîêñà äèññèïàòèâíûå ñëàãàåìûå, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âòî-
ðûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå îò ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, ïåðåä êîòîðûìè
ñòîèò ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò τ̃ . Ïðè τ̃ → 0 ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà.

Êîýôôèöèåíò τ̃ = τ̃(ρ, T ), íàçâàííûé ïàðàìåòðîì ðåëàêñàöèè, èëè ñãëàæèâàíèÿ, ñâÿ-
çàí ñ âêëþ÷åíèåì â îïðåäåëåíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè. Ýòî
äîïîëíèòåëüíîå îñðåäíåíèå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå ìàëûõ ôëóêòóàöèé ÷èñëà ÷àñòèö
â îáúåìå ∆V , êîòîðûì â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå ïðåíåáðåãàåòñÿ. Âåëè÷èíà ïàðà-
ìåòðà ñãëàæèâàíèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïàðàìåòðà τ̃ ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó âåêòîðà ïëîòíîñòè
ïîòîêà ìàññû jm. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñòàíîâèìñÿ íà êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

jm = ρ(u−w) = ρu− τ̃ [div(ρu⊗ u) +∇p− ρF] .

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå è èñïîëüçîâàâ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ïîëó-
÷àåì

jm = ρu + τ̃ ρF− τ̃RT∇ρ− τ̃Rρ∇T − τ̃ div(ρu⊗ u). (26)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû, ñâÿçàííîãî ñ êîíâåê-
òèâíûì äâèæåíèåì ãàçà. Âòîðîå ñëàãàåìîå � ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé äâèæåíèåì ÷àñòèö âî
âíåøíåì ïîëå. Òðåòüå ñëàãàåìîå � ïîòîê ìàññû çà ñ÷åò ñàìîäèôôóçèè. ×åòâåðòîå ñëà-
ãàåìîå � òàê íàçûâàåìûé òåðìîäèôôóçèîííûé ïîòîê. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � âêëàä â
ïîòîê ìàññû çà ñ÷åò ãðàäèåíòà ñêîðîñòè. Â ðåàëüíûõ òå÷åíèÿõ âñå ýòè ïîòîêè òåñíî
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è íå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû.
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ÏËÎÒÍÎÑÒÜ ÏÎÒÎÊÀ ÌÀÑÑÛ ÇÀ Ñ×ÅÒ ÑÀÌÎÄÈÔÔÓÇÈÈ

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû çà ñ÷åò ñàìîäèôôóçèè èìååò âèä

jρ = −D∇ρ.

Êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè D äëÿ ìíîãèõ ñðåä õîðîøî èçâåñòåí èç ýêñïåðèìåíòîâ ñ
èçîòîïàìè. Â ïîëèòðîïíîì ãàçå êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè ñâÿçàí ñ êîýôôèöèåíòîì
ñàìîäèôôóçèè êàê

D =
µ

ρSc
, (27)

ãäå Sc � ÷èñëî Øìèäòà.
×èñëî Øìèäòà � áåçðàçìåðíîå ÷èñëî, ïîêàçûâàþùåå ñîîòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòåé

äèôôóçèè èìïóëüñà (òî åñòü âÿçêîñòü) è äèôôóçèè âåùåñòâà, òî åñòü õàðàêòåðèçóåò
îòíîñèòåëüíóþ ðîëü ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ïåðåíîñà
ìàññû äèôôóçèåé. Îíî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ïîäîáèÿ äëÿ òå÷åíèé æèäêîñòè, â êîòîðûõ
íàáëþäàþòñÿ îäíîâðåìåííî êàê ïåðåíîñû âåùåñòâà, òàê è âÿçêèå ýôôåêòû.

Ïî îäíîé âåðñèè ÷èñëî áûëî íàçâàíî â ÷åñòü íåìåöêîãî èíæåíåðà Ýðíñòà Øìèäòà,
ïî äðóãîé � â ÷åñòü àâñòðèéñêîãî ãåîôèçèêà Âèëüãåëüìà Ìàòåóñà Øìèäòà.

×èñëî Øìèäòà ðàâíî îòíîøåíèþ êîýôôèöèåíòîâ êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ê êîýô-
ôèöèåíòó äèôôóçèè âåùåñòâà (èëè êîýôôèöèåíòó ìàññîïåðåíîñà). Îíî òàêæå ðàâíî îò-
íîøåíèþ òîëùèí ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ñëîÿ ìàññîïåðåíîñà. Òàêèì
îáðàçîì, åãî âåëè÷èíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî èìïóëüñ ïåðåíîñèòñÿ ýôôåêòèâíåå âåùå-
ñòâà.

Â ñîâåðøåííûõ ãàçàõ Sc = 1, â ðåàëüíûõ ãàçàõ îíî ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò 1 íà äåñÿòêè
ïðîöåíòîâ. Â æèäêîñòÿõ îíî ïîðÿäêà 1000, â æèäêèõ ìåòàëëàõ ïîðÿäêà 10. Ñîâåðøåííûì
ãàçîì íàçûâàþò ãàç ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ Ìåíäåëåâà-Êëàéïåðîíà P = RρT è èìåþùèé
ïîñòîÿííûå óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè cV è cp.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî Øìèäòà â ãàçå áëèçêî ê åäèíèöå è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê

Sc =
5

7− ω
.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè (27) è âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà
â ñîîòâåòñòâóþùåì ÷ëåíå ôîðìóëû âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ãàçà ñ óðàâíåíèåì Ìåíäååâà-Êëàéïåðîíà ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ðàâåí

τ̃ =
µ

pSc
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà Øìèäòà âåëè÷èíà τ̃ ñîâïàäàåò ñ òàê íàçûâàåìûì
ìàêñâåëëîâñêèì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè

τ̃m =
µ

p
,

òî åñòü áëèçêà ê ñðåäíåìó âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö â ãàçå.
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ÏËÎÒÍÎÑÒÜ ÏÎÒÎÊÀ ÌÀÑÑÛ ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌ ÏÎËÅ

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû. Åñëè
ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ ìîëåêóëó êàê áðîóíîâñêóþ ÷àñòèöó, òî ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû
ýòèõ ÷àñòèö ìîæíî ñâÿçàòü ñ ìàññîâîé ïëîòíîñòüþ âíåøíèõ ñèë ñîîòíîøåíèåì

jF = ρbm0F,

ãäå êîýôôèöèåíò b íàçûâàåòñÿ ïîäâèæíîñòüþ ìîëåêóëû. Ïîäâèæíîñòü ìîëåêóëû ñâÿçàíà
ñ êîýôôèöèåíòîì ñàìîäèôôóçèè ñîîòíîøåíèåì Ýéíøòåéíà

D = bkBT.

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû âî âíåøíåì ïîëå ïîäâèæíîñòü
ìîëåêóëû ÷åðåç ñîîòíîøåíèå Ýéíøòåéíà, âíîâü ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

τ̃ =
µ

pSc

äëÿ êîýôôèöèåíòà ðåëàêñàöèè τ̃ .
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ÏËÎÒÍÎÑÒÜ ÏÎÒÎÊÀ ÌÀÑÑÛ ÒÅÐÌÎÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ

Òåðìîäèôôóçèîííûé ïîòîê, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ÷åòâåðòûì ñëàãàåìûì â ôîðìóëå
äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

jT = −ρDkT
T
∇T,

ãäå kT � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ òåðìîäèôôóçèîííûì îòíîøåíèåì, êîòîðîå
îïðåäåëÿåò ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ òåðìîäèôôóçèè DT è ñàìîäèôôóçèè D â âèäå DT =
DkT .

Ñîïîñòàâëÿÿ ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå è âûðàæåíèå äëÿ jT , îïÿòü ïðèõîäèì ê óæå ïîëó-
÷åííîìó íàìè ðàíåå âûðàæåíèþ äëÿ ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöè-
åíòà kT â âèäå

τ̃ = kT
µ

pSc
.
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ÂÛÁÎÐ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÈ

Â 2000 ãîäó Þ.Â.Øåðåòîâ ïðåäëîæèë îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà
ðåëàêñàöèè

τ̃ =
γ

Sc

µ

ρc2
. (28)

Ïðè ó÷åòå ôîðìóëû Ëàïëàñà äëÿ ñêîðîñòè çâóêà â ãàçå

c2 =
γp

ρ
,

âûðàæåíèå (28) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ôîðìóëå äëÿ τ̃ , ïðèâåäåííîé ðàíåå.
Äëÿ ïëîòíûõ ãàçîâ è æèäêîñòåé âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ, âûáðàííàÿ â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (28), îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ìàëîé, è âëèÿíèåì ÷ëåíîâ â ÊÃÄ óðàâíåíèÿõ,
ñîäåðæàùèõ τ̃ , ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íàïðèìåð, äëÿ âîçäóõà ïðè òåìïåðàòóðå T = 20oC,
γ = 1.4, Sc = 0.74, c = 3.4 · 104 ñì/ñåê, ν = µ/ρ = 0.15 ñì2/ñåê ïîëó÷àåì τ̃ = 2.45 · 10−10

ñåê. Äëÿ âîäû ïðè àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ γ = 1, Sc = 1, = 1.45 · 105 ñì/ñåê, ν = 0.01
ñì2/ñåê ïîëó÷àåòñÿ τ̃ = 4.75 · 10−13 ñåê.

Îäíàêî ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì â ñëó÷àÿõ
1. òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà;
2. ïðè îïèñàíèè áûñòðîïåðåìåííûõ è òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé.

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ñëàãàåìûå ñ êîýôôèöèåíòîì τ̃ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê
óäîáíûå è ýôôåêòèâíûå ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì
âåëè÷èíà τ̃ óæå íå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ìîëåêóëÿðíûìè ñâîéñòâàìè ãàçà, à îïðåäåëÿåòñÿ øàãîì
ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè è âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèé ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòè ðàçíîñòíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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ÑËÓ×ÀÉ ÎÄÍÎÉ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÊÃÄ ñèñòåìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà (ò.å. â ïðèáëèæåíèè íåâÿçêîãî
íåòåïëîïðîâîäíîãî ãàçà) è îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë. ÊÃÄ óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò
âèä

∂ρ

∂t
+
∂jm
∂x

= 0, (29)

∂(ρu)

∂t
+
∂jmu

∂x
+

∂p

∂x
=

∂Ï
∂x

, (30)

∂E

∂t
+
∂jmH

∂x
+

∂q

∂x
=

∂(Ïu)

∂x
. (31)

Çäåñü E è H � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà è ïîëíàÿ óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ, êîòîðûå
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

E =
ρu2

2
+

p

γ − 1
, H =

E + p

ρ
.

Âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû âû÷èñëÿåòñÿ êàê

jm = ρ(u − w),

ãäå

w =
τ̃

ρ

∂

∂x
(ρu2 + p).

Êîìïîíåíòà òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, âõîäÿùàÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

Ï =
4

3
µ
∂u

∂x
+ uτ̃

(
ρu
∂u

∂x
+

∂p

∂x

)
+ τ̃

(
u
∂p

∂x
+ γp

∂u

∂x

)
.

Âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà q ðàâåí

q = −κ∂T
∂x

+ τ̃ ρu

[
u

γ − 1

∂

∂x

(
p

ρ

)
+ pu

∂

∂x

(
1

ρ

)]
.

Ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð è êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè â áåçðàç-
ìåðíîì âèäå âû÷èñëÿþòñÿ êàê

τ̃ = α
h

c
, µ = τ̃ · p · Sc, κ =

τ̃ · p · Sc
Pr(γ − 1)

.

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû ïàðàìåòðó
ðåëàêñàöèè. Êîýôôèöèåíò α âûáèðàåòñÿ ìåòîäîì ïîäáîðà è ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà
åäèíèöû.

Êîýôôèöèåíò Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ � îäèí èç êðèòåðèåâ ïîäîáèÿ òåïëîâûõ ïðî-
öåññîâ â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ, ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ òåïëîíîñèòåëÿ íà
òåïëîîòäà÷ó.

Äëÿ ñèñòåìû (29)-(31) ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

(ρ, u, p)|t=0 = (ρ0, u0, p0). (32)
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ÑÕÅÌÀ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ÊÃÄ ñèñòåì òðåáóþò áîëüøå äàííûõ, ÷åì äëÿ àíàëîãè÷íûõ
çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà. Ôàêòè÷åñêè èõ êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà
òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ äëÿ êàæäîãî òèïà ðåøàåìûõ çàäà÷. Ïîýòîìó äëÿ ïåð-
âîíà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà ñ ðàçíîñòíîé ñõåìîé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ
çàäà÷è Êîøè â ïîëóïëîñêîñòè

Q = {(t, x) | t ≥ 0}.

Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî êîîðäèíàòå x ñ øàãîì h, à òàêæå ñåòêó ñ øàãîì τ ïî
âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Ïî êîîðäèíàòå x áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñåòêó ñ ïîëóöåëûìè
óçëàìè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (29)-(32) Á.Í.×åòâåðóøêèíûì è Ò.Ã.Åëèçàðîâîé
áûëà ïðåäëîæåíà ÿâíàÿ ð.ñ. ñ öåòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè è ñòàíäàðòíîé àïïðîêñèìàöèåé
âòîðûõ ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ×òîáû íå ïóòàòü ÷èòàòåëÿ èçëîæèì àëãîðèòì, ñëå-
äóÿ êíèãå Ò.Ã.Åëèçàðîâîé. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü
òå æå áóêâû, ÷òî è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî. Ðåøåíèå èùåòñÿ â óçëàõ ñåòêè ñ öåëûìè
èíäåêñàìè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå

ρ̂i = ρi −
τ

h
(jm,i+1/2 − jm,i−1/2), (33)

ρ̂iûi = ρiui+
τ

h
[(Ïi+1/2−Ïi−1/2)−(pi+1/2−pi−1/2)−(jm,i+1/2ui+1/2−jm,i−1/2ui−1/2)], (34)

Êi = Ei +
τ

h

[
[(Ïi+1/2ui+1/2 −Ïi−1/2ui−1/2)− (qi+1/2 − qi−1/2)−(

jm,i+1/2

ρi+1/2
(Ei+1/2 + pi+1/2)−

jm,i−1/2

ρi−1/2
(Ei−1/2 + pi−1/2)

)]
,

(35)

ãäå

pi = (γ − 1)

(
Ei −

ρiu
2
i

2

)
, (36)

jm,i+1/2 = ρi+1/2(ui+1/2 − wi+1/2), (37)

wi+1/2 =
τ̃i+1/2

ρi+1/2

ρi+1u
2
i+1 + pi+1 − ρiu2

i − pi
h

, (38)

Ïi+1/2 =
4

3
µ
ui+1 − ui

h
+ τ̃ui+1/2

(
ρi+1/2ui+1/2

ui+1 − ui
h

+
pi+1 − pi

h

)
+

+τ̃

(
ui+1/2

pi+1 − pi
h

+ γp
ui+1 − ui

h

)
,

(39)

qi+1/2 = −κTi+1 − Ti
h

+

+τ̃ ρi+1/2ui+1/2

(
ui+1/2

γ − 1

pi+1/ρi+1 − pi/ρi
h

+ pi+1/2ui+1/2
1/ρi+1 − 1/ρi

h

)
.

(40)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ âû÷èñëÿþòñÿ â âèäå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷å-
ñêîãî çíà÷åíèé â áëèæàéøèõ öåëûõ óçëàõ

ρi+1/2 =
ρi+1 + ρi

2
, pi+1/2 =

pi+1 + pi
2

, ui+1/2 =
ui+1 + ui

2
. (41)
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÕÅÌÛ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà n-îì âðåìåííîì øàãå ðàçíîñòíîå ðåøåíèå ñõåìû (33)-(35) íàé-
äåíî, ò.å. èçâåñòíû ôóíêöèè ρn, En è un â öåëûõ òî÷êàõ. Òîãäà âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ íà
n + 1-îì ñëîå âåäåòñÿ ïî ôîðìóëàì (33)-(41) â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ñíà÷àëà
âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ pn, çàòåì èùóòñÿ ρn, pn è un â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ, ïîòîì íàõîäÿò-
ñÿ çíà÷åíèÿ Ïn, qn, wn, jnm è â êîíöå ïî ôîðìóëàì ñõåìû íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
ρn+1, En+1 è un+1.

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð íåíóëåâîãî τ̃ îçíà÷àåò ââåäåíèå â ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ èñêóñ-
ñòâåííîé âÿçêîñòè. Çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà α

τ̃ = α
h

c
,

çíà÷åíèå êîòîðîãî ïîäáèðàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ êàæäîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, ìíîãî-
÷èñëåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðàñ÷åòó îäíîé çàäà÷è î ðàñïàäå ñèëüíîãî ðàçðûâà
ïîêàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
α ≈ 0.3. Ïðè ÷èñëàõ α áëèçêèõ ê åäèíèöå ôðîíò ðàçðûâà ñèëüíî ðàçìûâàëñÿ, à ïðè
÷èñëàõ áëèçêèõ ê íóëþ íà ãðàíèöå ðàçðûâà ïîÿâëÿëèñü ñèëüíûå îñöèëëÿöèè.

Â 2004 ãîäó Þ.Â.Øåðåòîâ ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷èë äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòà äëÿ ÊÃÄ àëãîðèòìà. Èì ðàññìàòðèâàëîñü îäíîìåð-
íîå òå÷åíèå â ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ îäíîìåðíîé
ïî ïðîñòðàíñòâó ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h ïîëó÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷è-
âîñòè èìååò âèä

τ ≤ β h
c∗
,

ãäå c∗ =
√
γRT∗ � ñðåäíÿÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñêîðîñòü çâóêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Êîýôôèöèåíò β ðàâåí

β = min(βA, βB, βC), ãäå βA =
A

A∗
, βB =

B

B∗
, βC =

C

C∗
.

Çíà÷åíèÿ A, B, C è A∗, B∗, C∗ îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè γ, Pr è α ïî ôîðìóëàì

A =
α

γ
, B =

α

γ

(
4

3
+ γ

)
, C =

α

Pr(γ − 1)
,

A∗ = 2γA2 + 2(γ − 1)AC + γA+B +
1

2γ
,

B∗ = 2B2 +A+
B

γ
+

(γ − 1)C

γ
+

1

2
,

C∗ = (γ − 1)C(2A+ 2C + 1).
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ÊÃÄ ÑÈÑÒÅÌÀ Â ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÊÃÄ ñèñòåìà èìååò âèä

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(rjmr)

∂r
+
∂jmz
∂z

= 0, (42)

∂(ρur)

∂t
+

1

r

∂(rjmrur)

∂r
+
∂(jmzur)

∂z
+
∂p

∂r
=

1

r

∂(rÏrr)
∂r

+
∂Ïzr
∂z

− Ïφφ
r
, (43)

∂(ρuz)

∂t
+

1

r

∂(rjmruz)

∂r
+
∂(jmzuz)

∂z
+
∂p

∂z
=

1

r

∂(rÏrz)
∂r

+
∂Ïzz
∂z

, (44)

∂E

∂t
+

1

r

∂(rjmrH)

∂r
+
∂(jmzH)

∂z
+

1

r

∂(rqr)

∂r
+
∂qz
∂z

=

=
1

r

∂

∂r
[r(Ïrrur +Ïrzuz)] +

∂

∂z
(Ïzrur +Ïzzuz),

(45)

ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà è H � ïîëíàÿ óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ:

E = ρ
u2
r + u2

z

2
+

p

γ − 1
, H =

E + p

ρ
, p = ρRT.

Çäåñü ur è uz � ïðîåêöèè ñêîðîñòè u íà îñè r è z. Âëèÿíèå âíåøíèõ ñèë íå ó÷èòûâàåòñÿ.
Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû jm âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

jmr = ρ(ur − wr), jmz = ρ(uz − wz),

ãäå

wr =
τ̃

ρ

[
1

r

∂

∂r
(rρu2

r) +
∂

∂z
(ρuruz) +

∂p

∂r

]
,

wz =
τ̃

ρ

[
1

r

∂

∂r
(rρuruz) +

∂

∂z
(ρu2

z) +
∂p

∂z

]
.
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Êîìïîíåíòû òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Ï âûïèøåì â âèäå, óäîáíîì äëÿ ïðîãðàìì-
íîé ðåàëèçàöèè

Ïrr = ÏNSrr + urw
∗
r +R∗, ÏNSrr = 2µ

∂ur
∂r
− 2

3
µdiv u,

Ïrz = ÏNSrz + urw
∗
z , ÏNSrz = ÏNSzr = µ

(
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

)
,

Ïzr = ÏNSzr + uzw
∗
r ,

Ïφφ = ÏNSφφ +R∗, ÏNSφφ = 2µ
ur
r
− 2

3
µdiv u,

Ïzz = ÏNSzz + uzw
∗
z +R∗, ÏNSzz = 2µ

∂uz
∂z
− 2

3
µdiv u,

ãäå ÏNSrr , Ï
NS
rz , Ï

NS
zr , Ï

NS
φφ , Ï

NS
zz � êîìïîíåíòû íàâüå-ñòîêñîâñêîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Âåëè÷èíû w∗r , w
∗
z , R

∗ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

w∗r = τ̃

[
ρur

∂ur
∂r

+ ρuz
∂ur
∂z

+
∂p

∂r

]
,

w∗z = τ̃

[
ρur

∂uz
∂r

+ ρuz
∂uz
∂z

+
∂p

∂z

]
,

R∗ = τ̃

[
ur
∂p

∂r
+ uz

∂p

∂z
+ γ p div u

]
,

à äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà

div u =
1

r

∂(rur)

∂r
+
∂uz
∂z

.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà q íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

qr = qNSr − urRq, qz = qNSz − uzRq,

Rq = τ̃ ρ

[
ur

γ − 1

∂

∂r

(
p

ρ

)
+

uz
γ − 1

∂

∂z

(
p

ρ

)
+ pur

∂

∂r

(
1

ρ

)
+ puz

∂

∂z

(
1

ρ

)]
,

ãäå íàâüå-ñòîêñîâñêèå ñëàãàåìûå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

qNSr = −κ∂T
∂r
, qNSz = −κ∂T

∂z
.
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Ðèñ. 1: ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß

Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé çàäà÷åé. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ïðèâåäåì âàðèàíò ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷è î ñâåðõçâóêîâîì òå÷åíèè
ãàçà â îêðåñòíîñòè öèëèíäðà â îñåñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè. Ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.

Ïðîôèëü òå÷åíèÿ íà âõîäíîé ãðàíèöå, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè z = L (âåðòèêàëü-
íàÿ ñòåíêà), çàäàäèì â âèäå

ρ = ρ∞, uz = uz∞, ur = 0, p = p∞.

Íà îñè ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ z, ïîñòàâèì óñëîâèÿ ñèììåòðèè

∂ρ

∂r
= 0,

∂uz
∂r

= 0, ur = 0,
∂p

∂r
= 0.

Íà ñâîáîäíûõ ãðàíèöàõ, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàç âûòåêàåò èç ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè, ïîñòàâèì òàê íàçûâàåìûå �ìÿãêèå� ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, èëè óñëîâèÿ �ñíîñà�.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïëîòíîñòè,
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äàâëåíèÿ è êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàíèöû z = 0 òàêèå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ
òàê

∂ρ

∂z
= 0,

∂p

∂z
= 0,

∂ur
∂z

= 0,
∂uz
∂z

= 0.

Ïóñòü îäíîé èç ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ íåïðîíèöàåìàÿ òâåðäàÿ ñòåíêà. Íà òâåðäîé ñòåíêå
ìîæíî ïîñòàâèòü óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ un = 0 è ïðèëèïàíèÿ ut = 0 èëè ñêîëüæåíèÿ
∂ut/∂n = 0 äëÿ ñêîðîñòè, ãäå un è ut � ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ
òåìïåðàòóðû, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèìè óñëîâèÿìè íà òâåðäîé ñòåíêå.

Â ÊÃÄ ñèñòåìå óðàâíåíèé âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû âû÷èñëÿåòñÿ êàê

jm = ρ(u−w) = ρu− τ̃ (div(ρu⊗ u) +∇p) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòîêà ìàññû, ïðîòåêàþùàÿ ÷åðåç òâåðäóþ
ãðàíèöó è âû÷èñëÿåìàÿ ïî ýòîé ôîðìóëå áûëà ðàâíà íóëþ, óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ äëÿ
ñêîðîñòè íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óñëîâèåì äëÿ äàâëåíèÿ âèäà ∂p/∂n = 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå äëÿ çàìûêàíèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé
è îòëè÷àþùåå ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ðàìêàõ ÊÃÄ ñèñòåìû îò ïîñòàíîâêè ýòîé æå çàäà÷è
â ðàìêàõ ìîäåëè Íàâüå-Ñòîêñà.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè r = Rc â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïîñòàâèì óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè, çàäàäèì ïîñòîÿííóþ òåìïåðàòóðó è áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü íåïðîíèöàåìà. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

uz = 0, ur = 0, T = T0,
∂p

∂r
= 0.

Âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà è ñèëû òðåíèÿ íà ãðàíèöå ñ óñëîâèåì
íåïðîòåêàíèÿ un = 0. Ïóñòü ãðàíèöà ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè z = Lc (òîðåö öèëèíäðà).
Ñèëà òðåíèÿ íà ýòîé ãðàíèöå îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Ïzr,
à òåïëîâîé ïîòîê qz ðàâåí

qz = qNSz − uzRq,

Ïzr = ÏNSzr + τ̃

[
ρur

∂ur
∂r

+ ρuz
∂ur
∂z

+
∂p

∂r

]
.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ íà ñòåíêå (uz = 0), ñðàçó ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ
òåïëîâîãî ïîòîêà è êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ íà ñòåíêå â âèäå

qz = qNSz = −κ∂T
∂z

,

Ïzr = ÏNSzr = µ
∂ur
∂z

.

Òî åñòü äëÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà è ñèëû òðåíèÿ íà ñòåíêå
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.
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ÁÅÇÐÀÇÌÅÐÍÛÉ ÂÈÄ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè óäîáíî çàïèñûâàòü èõ â áåç-
ðàçìåðíîì âèäå. Ýòî ïîçâîëÿåò îïåðèðîâàòü ïðè ðàñ÷åòàõ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà åäèíèöû
è âûäåëèòü â óðàâíåíèÿõ áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îò êîòîðûõ çàâèñèò ðåøåíèå çà-
äà÷è � òàê íàçûâàåìûå ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ.

Ïðîâåäåì îáåçðàçìåðèâàíèå ñèñòåìû íà ïðèìåðå îáòåêàíèÿ öèëèäðà. Â êà÷åñòâå îñ-
íîâíûõ ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ âûáåðåì ëèíåéíûé ðàçìåð Rc (ðàäèóñ öèëèäðà), ïëîò-
íîñòü ρ∞ è c∞ � ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà íàáåãàþùåãî íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà.

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, îáîçíà÷àÿ
áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû çíàêîì �*�.

ρ = ρ∗ρ∞, u = u∗c∞, c = c∗c∞, p = p∗ρ∞c
2
∞,

x = x∗Rc, t = t∗
Rc
c∞

,

T =
p

Rρ
=
p∗ρ∞c

2
∞

Rρ∗ρ∞
=
p∗γ

ρ∗
1

Rγ
c2
∞ = T ∗

c2
∞
γR

.

Ââåäåì ÷èñëà Ìàõà è Ðåéíîëüäñà

Ma∞ =
u∞
c∞

, Re∞ =
ρ∞u∞Rc
mu∞

.

Âûðàæåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ÷åðåç áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû îñòàåòñÿ ïðåæíèì

E∗ =
ρ∗u∗2

2
+

p∗

γ − 1
.

Ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè ñêîðîñòü çâóêà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

c =
√
γRT ⇒ c∗ =

√
T ∗.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

p = ρRT, p∗ρ∞c
2
∞ = ρ∗ρ∞T

∗ c
2
∞
γR

⇒ p =
ρ∗T ∗

γ
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáåçðàçìåðèâàíèå íå ìå-
íÿåò âíåøíèé âèä ñèñòåìû. Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè, òåïëîïðî-
âîäíîñòè è ïàðàìåòð τ̃ âû÷èñëÿþòñÿ êàê

µ∗ =
Ma

Re
T ∗ω, κ∗ =

1

(γ − 1)Pr

Ma

Re
T ∗ω, τ̃∗ =

Ma

ReSc

T ∗ω

p∗
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ áåçðàçìåðíûå ÊÃÄ óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ñâÿçè, çíàê �*� áóäåì îïóñ-
êàòü.
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ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì òå÷åíèå îäíîàòîìíîãî ãàçà òâåðäûõ ñôåð ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

γ = 5/3, P r = 2/3, Re = 1000, Sc = 0.77, ω = 0.5.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé èñïîëüçóåì ïàðàìåòðû íàáåãàþùåãî ïîòîêà

ρ|t=0 = ρ∞, uz|t=0 = −U∞, ur|t=0 = 0, p|t=0 = p∞.

Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí, ýòè ïàðàìåòðû ðàâíû

ρ∞ = 1, U∞ = −Ma, p∞ = 1/γ.

Íà ïðàâîé ãðàíèöå (z = L, 0 < r < H) çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû íàáåãàþùåãî ïîòîêà

ρ = 1, uz = −Ma, ur = 0, p = 1/γ.

Íà îñè ñèììåòðèè (r = 0, Lc < z < L) � �óñëîâèÿ ñèììåòðèè�

∂ρ

∂r
= 0,

∂uz
∂r

= 0, ur = 0,
∂p

∂r
= 0.

Íà òîðöå öèëèíäðà (z = Lc, 0 < r < Rc) � �óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ� äëÿ ñêîðîñòè

∂ρ

∂z
= 0,

∂ur
∂z

= 0, uz = 0,
∂p

∂z
= 0.

Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (r = Rc, 0 < z < Lc) � �óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ� äëÿ
ñêîðîñòè

∂ρ

∂r
= 0, uz = 0, ur = 0,

∂p

∂r
= 0.

Íà ëåâîé âûõîäíîé è âåðõíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöàõ ñòàâÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå �ìÿãêèå�
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ è êîìïîíåíò ñêîðîñòè.

Âûõîäíàÿ ãðàíèöà (z = 0, Rc < r < H)

∂ρ

∂z
= 0,

∂uz
∂z

= 0,
∂ur
∂z

= 0,
∂p

∂z
= 0.

Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà (r = H, 0 < z < L)

∂ρ

∂r
= 0,

∂uz
∂r

= 0,
∂ur
∂r

= 0,
∂p

∂r
= 0.

30



ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ Â ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

ρt +
1

r
(ρsr(rsru

r
sr − (rωr)sr))r̄ + (ρsz(uz − ωz)sz)z̄ = 0, (46)

(ρur)t +
1

r
(ρsr(rsru

r
sr − (rωr)sr))ursr)r̄ + (ρsz(uzursz − (ωzur)sz))z̄ + psr r̄ =

=
1

r
(rsrÏ

rr)r̄ + (Ïzr)z̄ −
Ïϕϕ

r
,

(47)

(ρuz)t +
1

r
(ρsr(rsru

r
sr − (rωr)sr))uzsr)r̄ + (ρsz((uzsz)2 − (ωzuz)sz)z̄ + psr̄ =

=
1

r
(rsrÏ

rz)r̄ + (Ïzz)z̄,
(48)

Et +
1

r
(ρsr(rsru

r
sr − (rωr)sr))Hsr)r̄ + (ρsz(uzHsz − (ωzH)sz))z̄ +

1

r
(rsrq

r
sr)r̄ + qzsz z̄ =

=
1

r
(rsrÏ

rrursr)r̄ +
1

r
(rsrÏ

rzuzsr)r̄ + (Ïzrursz)z̄ + (Ïzzuzsz)z̄.

(49)
Àïïðîêñèìàöèè äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Ï âûïèñûâàþòñÿ àíàëî-

ãè÷íî.
Ê ñèñòåìå (46)-(49) äîáàâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
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ÔÈÊÒÈÂÍÛÅ ÒÎ×ÊÈ

Äëÿ åäèíîîáðàçíîãî âû÷èñëåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷-
êàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, âêëþ÷àÿ ïðèãðàíè÷íûå óçëû, ââîäèòñÿ ñèñòåìà ôèêòèâíûõ ÿ÷å-
åê, ïðèìûêàþùèõ ê êàæäîé èç ãðàíèö. Ïðè ýòîì ãðàíèöà îáëàñòè ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîëó-
öåëûõ òî÷êàõ. Çà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, êîìïîíåíò ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â ôèêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ
çàäàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Ïóñòü, íàïðèìåð, íà ãðàíèöå, ðàñïîëîæåííîé â òî÷êå i = 1/2, çàäàíî çíà÷åíèå ôóíê-
öèè fω. Òî÷êà i = 0 ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé, à òî÷êà i = 1 � áëèæàéøåé ïðèëèãàþùåé ê
ãðàíèöå âíóòðåííåé òî÷êîé, çíà÷åíèå â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå.
Òîãäà f0 â ôèêòèâíîé òî÷êå âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

fω =
f0 + f1

2
⇒ f0 = 2fω − f1.

Åñëè íà ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ âèäà ∂f/∂n = 0, òî f0 â ôèêòèâíîé
òî÷êå ðàâíî

f0 − f1

h
= 0 ⇒ f0 = f1.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè, êîìïîíåíò ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ íà
êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà íà îñíîâå âû÷èñëåííûõ çíà÷å-
íèé çàïîëíÿþòñÿ ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè ïî óêàçàííîìó âûøå ïðàâèëó, à çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì (46)-(49) çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ íà
ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÎÉ ÄÈÑÑÈÏÀÖÈÈ

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå îñî-
áåííîñòè ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ðàçðûâû ðåøåíèÿ � óäàðíûå âîëíû è êîíòàêòíûå ðàçðûâû,
ïîãðàíè÷íûå ñëîè è äðóãèå çîíû ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ïàðàìåòðîâ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì ïðîâåñòè ðàñ÷åò íåïîñðåäñòâåííî ïî ðàçíîñòíûì ñõåìàì, ïî-
ëó÷åííûì öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè èñõîäíûõ óðàâíåíèé.

Èçâåñòíûì ñïîñîáîì ðàñ÷åòà óäàðíîé âîëíû áåç ÿâíîãî âûäåëåíèÿ íà ñåòêå åå ôðîíòà
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä �ðàçìàçûâàíèÿ� ôðîíòà çà ñ÷åò ââåäåíèÿ â ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ, íàçûâàåìûõ ïñåâäîâÿçêîñòüþ èëè èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ.

Ââîäèìûå äîáàâêè ìîäåëèðóþò äåéñòâèå ðåàëüíîé âÿçêîñòè, òî åñòü ïðèâîäÿò ê äèñ-
ñèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíû äîáàâêè ê äàâëåíèþ âèäà

p → p+ ω,

ãäå âåëè÷èíà ω èíòåïðåòèðóåòñÿ êàê èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü. Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ âÿçêîñòü

ω = −νρ∂u
∂x
,

èëè êâàäðàòè÷íàÿ âÿçêîñòü

ω = −νρ
(
∂u

∂x

)2

.

Çäåñü ν � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé øàãó ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè h.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà, òåïëîïðîâîäíîñòü êîòîðîãî
ðàâíà íóëþ, èñïîëüçóåòñÿ âÿçêîñòü Íåéìàíà-Ðèõòìàéåðà, ãäå

ν =
h

V

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣ .

Òàêèì îáðàçîì, èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ðåãóëÿðèçàòîð,
ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâèòü ñêâîçíîé ðàñ÷åò óäàðíûõ âîëí èëè äðóãèõ îñîáåííîñòåé ðå-
øåíèÿ áåç ÿâíîãî èõ âûäåëåíèÿ íà ñåòêå. Ïîä îáëàñòüþ ôðîíòà â ýòîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ
çîíà ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ. Ïðè ðàñ÷åòå óäàðíûõ âîëí øèðèíà óäàð-
íîãî ïåðåõîäà, îáóñëîâëåííàÿ äåéñòâèåì ïñåâäîâÿçêîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíà h è íå èìååò
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîé øèðèíå ôðîíòà âîëíû, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî
äëèí ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë.
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ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÀß ÂßÇÊÎÑÒÜ Â ÊÃÄ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ

Â àëãîðèòìàõ, îñíîâàííûõ íà ÊÃÄ óðàâíåíèÿõ, â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàòîðà âûñòóïàþò
ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå êîôôèöèåíòó τ̃ .

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÊÃÄ àëãîðèòìà â ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåëàêñà-
öèîííîãî ïàðàìåòðà τ̃ ââîäèòñÿ äîáàâêà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ øàãó ïðîñòðàíñòâåííîé ñåò-
êè. Ýòà äîáàâêà îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èñêóññòâåííóþ äèññèïàöèþ. Áåçðàçìåðíûé
êîýôôèöèåíò τ̃ âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

τ̃ =
Ma

Re

Tω

pSc
+ α

h

c
, (50)

ãäå α � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò ïîðÿäêà åäèíèöû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïîäáîðîì.
Äëÿ âûïèñàííîé âûøå ñõåìû â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

h =
√
h2
z + h2

r .

Êîýôôèöèåíòû äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ è òåïëîïðîâîäíîñòè κ âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ðå-
ëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð τ̃ êàê

µ = τ̃ pSc, κ = τ̃
pSc

Pr(γ − 1)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàáèëèçèðóþùàÿ äîáàâêà αh/c âêëþ÷àåòñÿ â µ è κ, à ñëåäîâàòåëüíî, è
â âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà è ñèëû òðåíèÿ íà ãðàíèöå.

Èñõîäÿ èç (50) ñåòî÷íóþ âÿçêîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé, êîãäà

αh <
Ma

Re

Tω+1/2

p
.

Ââåäåíèå èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé øàãó ñåòêè h, äåëàåò ðåçóëüòè-
ðóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó.
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