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ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ íåñòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå
äâèæåíèå ãàçà, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x
= 0,

∂(ρu)

∂t
+
∂(p+ ρu2)

∂x
= 0,

∂ρ(ε+ u2/2)

∂t
+
∂[ρu(ε+ u2/2) + pu]

∂x
= 0.

(1)

Â ñèñòåìó (1) âõîäÿò ÷åòûðå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ρ (ïëîòíîñòü), u (ñêîðîñòü), p
(äàâëåíèå) è ε (âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ), ïîýòîìó îíà äîëæíà áûòü äîïîëíåíà åùå îäíèì
óðàâíåíèåì. Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñâÿçÿìè. Äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâó÷ëåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

ε(p, ρ) =
p− c20(ρ− ρ0)

(κ− 1)ρ
, (2)

ãäå âåëè÷èíû ρ0 è c0 íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, à âåëè÷èíà κ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì àäèà-
áàòû. Ïðè c0 = 0 äâó÷ëåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
èäåàëüíîãî ãàçà.

Óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (2) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿ-
ùèõ â âîäå, à òàêæå â ìåòàëëàõ ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ.
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ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñèñòåìó ãàçîâîé äèíàìèêè (1), ïî ëþáîé
ïîäîáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé γ, ãäå ðåøåíèå ñîñòîèò èç ãëàäêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì èíòå-
ãðàëüíûå òîæäåñòâà ∮

γ
ρdx− ρudt = 0,∮

γ
ρudx− (p+ ρu2)dt = 0,∮

γ
ρ(ε+ u2/2)dx− [ρu(ε+ u2/2) + pu]dt = 0.

(3)

Ýòè òîæäåñòâà ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì îñíîâíûõ çàêîíîâ ôèçèêè �
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè äîëæíû
áûòü âûïîëíåíû íà ëþáûõ ôóíêöèÿõ ρ(t, x), u(t, x), p(t, x), ε(t, x), îïèñûâàþùèõ ðåàëü-
íûå ãàçîâûå òå÷åíèÿ, à íå òîëüêî íà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ.

Â ðåàëüíûõ ïîòîêàõ âñòðå÷àþòñÿ ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìå-
íÿþòñÿ ñêà÷êîì. Ýòî óäàðíûå âîëíû è êîíòàêòûå ðàçðûâû. Èç èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ (3) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âåëè÷èíû ïî îáå ñòîðîíû ðàçðûâà.
Ýòè óñëîâèÿ íîñÿò íàçâàíèå óñëîâèé íà óäàðíûõ âîëíàõ. ×àñòî èõ íàçûâàþò óñëîâèÿìè
Ãþãîíèî

[ρ]D − [ρu] = 0,

[ρu]D − [p+ ρu2] = 0,

[ρ(ε+ u2/2)]D − [ρu(ε+ u2/2) + pu] = 0,

(4)

ãäå D =
dx

dt
� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëèíèè ðàçðûâà.
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ÇÍÀÌÅÍÈÒÀß ÎØÈÁÊÀ ÐÈÌÀÍÀ

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íå âñÿêèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ, âûïîëíåííûé íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ,
áóäåò âûïîëíåí è íà ðàçðûâíûõ. Ïðèâåäåì ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð.

Åñëè óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè (1) ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ε = ε(ρ, S) óìíîæèòü
ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæèòåëè

−ε+ ρερ − u2/2
εS

, − u

εS
,

1

εS

è ñëîæèòü, òî ïîëó÷èì

−ε+ ρερ − u2/2
εS

{
∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x

}
− u

εS

{
∂(ρu)

∂t
+
∂(p+ ρu2)

∂x

}
+

+
1

εS

{
∂ρ(ε+ u2/2)

∂t
+
∂[ρu(ε+ u2/2) + pu]

∂x

}
≡ ∂ρS

∂t
+
∂(ρuS)

∂x
= 0.

(5)

Åñëè ρ(t, x), u(t, x), S(t, x) � ãëàäêèå ôóíêöèè, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî ëþáîìó
êîíòóðó γ ∮

γ

ρSdx− ρuSdt = 0. (6)

Ýòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè, êîòîðûé âûïîëíåí íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ãà-
çîâîé äèíàìèêè.

Ïðè ñîçäàíèè ïåðâîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óäàðíûõ âîëí (åùå äî èõ ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî îòêðûòèÿ) Ðèìàí ïîëîæèë â îñíîâó ñâîåé òåîðèè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè
íà ðàçðûâàõ. Íî ïðè ýòîì åìó ïðèøëîñü íå ó÷èòûâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýòà
çíàìåíèòàÿ îøèáêà Ðèìàíà áûëà èñïðàâëåíà Ðýêèíîì è Ãþãîíèî. Îêàçàëîñü, ÷òî çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè íà ðàçðûâàõ íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè ïðîõîæäåíèè ýëåìåíòà ñðåäû
÷åðåç ðàçðûâ ýíòðîïèÿ â íåì âîçðàñòàåò. Âìåñòî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè (6) ìû
äîëæíû ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî çàêîí åå íåóáûâàíèÿ∮

γ

ρSdx− ρuSdt ≤ 0. (7)

Èíòåãðèðîâàíèå â êîíòóðíîì èíòåãðàëå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîí-
òóð γ òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì (çàõâàòûâàþùèì è ó÷àñòêè ðàçðûâà).

Òàêèì îáðàçîì, íà ëþáûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ ρ(t, x), u(t, x), S(t, x),
p(t, x), ε(t, x), îïèñûâàþùèõ òå÷åíèÿ ãàçîâ, äëÿ ëþáîãî êîíòóðà äîëæíû áûòü âûïîë-
íåíû èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (3) è óñëîâèå (7).
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ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÀß ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ

Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îòñóòñòâóåò, íî ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ
ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ íåîáõîäèìûìè
è äîñòàòî÷íûìè äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû, ðåøå-
íèå êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ â âèäå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ èíòåãðàëüíûì óñëîâèÿì (3),
âûðàæàþùèì ñîõðàíåíèå ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè, è óñëîâèþ (7) íåóáûâàíèÿ ýíòðî-
ïèè.

Ïóñòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ çàäàíî â â âèäå ôóíêöèè

ε = ε(V, S), (8)

ãäå V = 1/ρ� óäåëüíûé îáúåì, íàçûâàåìîé òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ïîñêîëüêó
â ñèëó òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òîæäåñòâà

dε + p dV = T dS

ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äàâëåíèå p è àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà T ÷åðåç ïàðàìåòðû V , S
ïî ôîðìóëàì

p = p(V, S) = −∂ε(V, S)

∂V
,

T = T (V, S) =
∂ε(V, S)

∂S
.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñ÷èòàåòñÿ óñòàíîâëåííûì, ôóíêöèÿ (8) äîëæíà áûòü âûïóê-
ëîé. Óñëîâèå âûïóêëîñòè ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò â ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàò-
ðèöû åå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. âûïîëíåíèè óñëîâèé

εV V > 0, εV V εSS − ε2V S > 0. (9)

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ε = ε(V, S) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷å-
íèÿì, ïðåäëîæåííûì Áåòå è Âåéëåì

εV S < 0, εV V V < 0.

Ïðè ðàñïàäå ðàçðûâà â ãàçå, ó êîòîðîãî óñëîâèÿ Áåòå-Âåéëÿ íå âûïîëíåíû, áûëà îáíà-
ðóæåíà íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåöèðîâàíè-
åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äâó÷ëåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî è óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì Áåòå-Âåéëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàæå â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà.
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ÐÀÑÏÀÄ ÐÀÇÐÛÂÀ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðåäó (ãàç, æèäêîñòü, ìåòàëë), äëÿ êîòîðîé òåðìîäèíàìè÷åñêèå
âåëè÷èíû: äàâëåíèå p, ïëîòíîñòü ρ, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû ε � ïîä÷èíÿþòñÿ
äâó÷ëåííîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ

ε =
p+ κp0
(κ− 1)ρ

− c20
κ− 1

, (10)

ãäå p0 =
ρ0c

2
0

κ
, κ, ρ0, c0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Èäåàëüíûé ãàç ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì: c0 = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äëÿ òî÷åê ñ êîîðäèíàòîé x < 0

ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ pI , ρI , uI , à äëÿ òî÷åê ñ x > 0 � çíà÷å-
íèÿìè pII , ρII , uII . Çäåñü u � êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû
x (äðóãèå åå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ âåëè÷èí pI , ρI , uI è pII , ρII , uII ìîãóò áûòü ñîâåð-
øåííî ïðîèçâîëüíûìè. Ìåæäó òåì ìû çíàåì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, êîòîðûå
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â êà÷åñòâå óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé, äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ óñëî-
âèÿ Ðýíêèíà-Ãþãîíèî (4). Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè â íà÷àëüíîì ðàçðûâå
ýòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû, îí íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êàê òàêîâîé è äîë-
æåí ðàñïàäàòüñÿ íà íåñêîëüêî ðàçðûâîâ, êîòîðûå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áóäóò îòõîäèòü
äðóã îò äðóãà. Îáùåå èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ïîâåäåíèè ðàñïàäà ðàçðûâà áûëî äàíî
Í.Å.Êî÷èíûì â 1924 ã. è èçëàãàåòñÿ âî âñåõ ñåðüåçíûõ êóðñàõ ÌÑÑ.

Ñõåìàòè÷åñêè àâòîìîäåëüíàÿ êàðòèíà âîçíèêàþùåãî òå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè x, t èçîá-
ðàæàåòñÿ îäíîé èç ïÿòè âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé. Ïåðâûå ÷åòûðå èç íèõ ñîäåðæàò
êîíòàêíûé ðàçðûâ ÊÐ, îòìå÷åííûé øòðèõîâîé ëèíèåé, íà êîòîðîé èñïûòûâàåò ñêà÷îê
ïëîòíîñòü, à äàâëåíèå è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íåïðåðûâíû. Èõ îäèíàêîâûå
ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòÿõ ñëåâà è ñïðàâà îò ÊÐ îáîçíà÷èì P è U , à ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííåé ýíåðãèè, RI , EI � äëÿ ëåâîé è RII , EII
� äëÿ ïðàâîé îáëàñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè îáëàñòè îòäåëåíû îò íåâîçìóùåííûõ îáëà-
ñòåé ñ ïàðàìåòðàìè (pI , ρI , uI) ñëåâà è (pII , ρII , uII) ñïðàâà ëèáî óäàðíîé âîëíîé ÓÂ, ëèáî
âîëíîé ðàçðåæåíèÿ ÂÐ, êîòîðûå äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü �ïðàâîé� è
�ëåâîé�. Ïîñëåäíÿÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå
�ðàçëåòà� îáðàçóåòñÿ îáëàñòü âàêóóìà, â êîòîðîé ïëîòíîñòü ïàäàåò äî çíà÷åíèÿ ρ = 0 â
äâóõ âîëíàõ ðàçðåæåíèÿ, ïðèìûêàþùèõ ê îáëàñòè âàêóóìà ñïðàâà è ñëåâà.
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Ðèñ. 1: âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè ðàçðûâà
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ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ

Èñêëþ÷àÿ çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ñêîðîñòåé íà ðàçðûâå è âåëè÷èíó ñêîðîñòè ñàìîãî
ðàçðûâà èç óñëîâèé Ðýíêèíà-Ãþãîíèî (4), ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

E − ε− 1

2

(
1

ρ
− 1

R

)
(p+ P ) = 0, (11)

ãäå (p, ρ, ε) � âåëè÷èíû ïåðåä óäàðíîé âîëíîé, (P,R,E) � çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû.
Èñêëþ÷àÿ èç ðàâåíñòâà (11) ε è E ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (8), ïîëó÷èì àäèàáàòó
Ãþãîíèî

R = ρ
(κ+ 1)(P + p0) + (κ− 1)(p+ p0)

(κ− 1)(P + p0) + (κ+ 1)(p+ p0)
. (12)

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ìàññîâóþ ñêîðîñòü

aI = ρI(uI −DI) = RI(U −DI) (DI − ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè ðàçðûâà ÓÂ),

èç ñîîòíîøåíèé Ðåíêèíà-Ãþãîíèî, âûïèñàííûõ äëÿ ëåâîé óäàðíîé âîëíû (åñëè îíà òà-
êîâîé ÿâëÿåòñÿ), ïîëó÷èì

U − uI +
P − pI
aI

= 0, (13)

aI =

√
ρI

[
κ+ 1

2
(P + p0) +

κ− 1

2
(pI + p0)

]
. (14)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðàâîé óäàðíîé âîëíû (åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ óäàðíîé âîëíîé) ïîñëå ââå-
äåíèÿ ìàññîâîé ñêîðîñòè

aII = ρII(DII − uII) = RII(DII − U),

èç òåõ æå ñîîòíîøåíèé Ðåíêèíà-Ãþãîíèî ïîëó÷èì

U − uII −
P − pII
aII

= 0, (15)

aII =

√
ρII

[
κ+ 1

2
(P + p0) +

κ− 1

2
(pII + p0)

]
. (16)
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ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÂÎËÍÛ ÐÀÇÐÅÆÅÍÈß

Â ñëó÷àå âîëíû ðàçðåæåíèÿ âìåñòî óñëîâèé Ðåíêèíà-Ãþãîíèî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ðèìàíîâûõ èíâðèàíòîâ

[u]± 2

κ− 1
[c] = 0, [σ(S)] = 0, (17)

ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà, S � ýíòðîïèÿ. Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè çäåñü îáîçíà÷åíà ðàçíîñòü
ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí â îáëàñòÿõ, ïðèìûêàþùèõ ê âîëíå ðàç-
ðåæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà. Çíàê ïëþñ â ïåðâîì èç óðàâíåíèé (17) áåðåòñÿ äëÿ ëåâîé âîëíû
ðàçðåæåíèÿ, çíàê ïëþñ � äëÿ ïðàâîé. Äëÿ äâó÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (8) âåëè-
÷èíû c, σ(S) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c =

√
κ
p+ p0
ρ

, σ(S) =
κ(p+ p0)

ρκ
. (18)

Ýòî ïîçâîëÿåò ñîîòíîøåíèÿ (17) çàïèñàòü äëÿ ëåâîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ â âèäå

U − uI −
2

κ− 1
cI

[
1−

(
P + p0
pI + p0

)κ−1
2κ

]
= 0, (19)

à äëÿ ïðàâîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ â âèäå

U − uII +
2

κ− 1
cII

[
1−

(
P + p0
pII + p0

)κ−1
2κ

]
= 0. (20)

Â öåëÿõ åäèíîîáðàçèÿ ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèäàòü òó æå ôîðìó, ÷òî è â ñëó÷àå
óäàðíûõ âîëí

U − uI +
P − pI
aI

= 0 äëÿ ëåâîé âîëíû,

U − uII +
P − pII
aII

= 0 äëÿ ïðàâîé âîëíû,

åñëè ââåñòè óñëîâíûå ìàññîâûå ñêîðîñòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

aI =
κ− 1

2κ
ρIcI

1− P + p0
pI + p0

1−
(
P + p0
pI + p0

)κ−1
2κ

, (21)

aII =
κ− 1

2κ
ρIIcII

1− P + p0
pII + p0

1−
(
P + p0
pII + p0

)κ−1
2κ

. (22)
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ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÀÑÏÀÄÀ ÐÀÇÐÛÂÀ

Â íà÷àëå òðåáóåòñÿ çàäàòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû P � P 0. Î ñïîñîáå çàäàíèÿ
âåëè÷èíû P 0 áóäåò ñêàçàíî äàëüøå.

m-ûé èòåðàöèîííûé øàã ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè ñëåäóþùèõ âåëè-
÷èí.
1. am−1I = aI(P

m−1) ïî ôîðìóëå äëÿ óäàðíîé âîëíû, åñëè Pm−1 ≥ pI , è ïî ôîðìóëå äëÿ
âîëíû ðàçðåæåíèÿ, åñëè P k−1 < pI .
2. am−1II = aII(P

m−1) ïî ôîðìóëå äëÿ óäàðíîé âîëíû, åñëè Pm−1 ≥ pII , è ïî ôîðìóëå äëÿ
âîëíû ðàçðåæåíèÿ, åñëè Pm−1 < pII .

3. Pm = φ(Pm−1) ≡ am−1II pI + am−1I pII + am−1I am−1II (uI − uII)
am−1I + am−1II

. Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ

èñêëþ÷åíèåì èç ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé (13) è (15) âåëè÷èíû U .

Âåëè÷èíà U íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

U =
aIuI + aIIuII + pI − pII

aI + aII

ïîñëå çàâåðøåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ïðîöåññ ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ, åñëè â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü ñèëüíûå
âîëíû ðàçðåæåíèÿ. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà â ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ âû÷èñëÿòü íà
êàæäîé èòåðàöèè î÷åðåäíîå çíà÷åíèÿ Pm ïî íåñêîëüêî èçìåíåííûì ôîðìóëàì

Pm =
αm−1P

m−1 + φ(Pm−1)

1 + αm−1
,

αm−1 =


κ− 1

3κ

1− zm−1

z
κ+1
2κ
m−1

(
1− z

κ−1
2κ
m−1

) − 1,

åñëè ýòî âûðàæåíèå áîëüøå íóëÿ,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

zm−1 =
Pm−1 + p0

(pI + p0) + (pII + p0)
.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÄÀÂËÅÍÈß

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ÿâëÿåòñÿ ìàññîâîé ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèåé ïðè
÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Ïîýòîìó áûë ðàçðàáîòàí åùå îäèí
àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèé ìåòîä Íüþòîíà è îáåñïå÷èâàþùèé î÷åíü áûñòðóþ
ñõîäèìîñòü ïðîöåññà. Îïèøåì ýòî àëãîðèòì.

Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé

U − uI +
P − pI
aI

= 0,

U − uII −
P − pII
aII

= 0,

ñêîðîñòü êîíòàêòíîãî ðàçðûâà U , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ äàâëåíèÿ P :

F (P ) ≡ f(P, pI , ρI) + f(P, pII , ρII) = uI − uII , (23)

ãäå äëÿ çíà÷åíèé n = I, II

f(P, pn, ρn) =



P − pn

ρncn

√
κ+ 1

2κ
πn +

κ− 1

2κ

, åñëè P ≥ pn,

2

κ− 1
cn

(
π
κ−1
2κ
n − 1

)
, åñëè P < pn,

(24)

πn =
P + p0
pn + p0

, cn =

√
κ
pn + p0
ρn

.
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ÂÛÏÓÊËÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÈ F (P )

Âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(P, pn, ρn) ïî ïåðåìåííîé P :

f ′(P, pn, ρn) =



(κ+ 1)πn + (3κ− 1)

4κρncn

√(
κ+ 1

2κ
πn +

κ− 1

2κ

)3
, åñëè P ≥ pn,

1

κ(P + p0)
cnπ

κ−1
2κ
n , åñëè P < pn,

(25)

f ′′(P, pn, ρn) =



(κ+ 1)[(κ+ 1)πn + (7κ− 1)]

16κρ2nc
3
n

√(
κ+ 1

2κ
πn +

κ− 1

2κ

)5
, åñëè P ≥ pn,

− κ+ 1

2κ2(P + p0)2
cnπ

κ−1
2κ
n , åñëè P < pn.

(26)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ P > −p0 áóäåì èìåòü

f ′(P, pn, ρn) > 0, f ′′(P, pn, ρn) < 0, (27)

ò.å. ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (23) äëÿ äàâëåíèÿ P ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé âû-
ïóêëîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà P .

Ïîñêîëüêó ïðè P = pn èç ôîðìóëû (25) ñëåäóåò, ÷òî

lim
P→pn−0

f ′(P, pn, ρn) = lim
P→pn+0

f ′(P, pn, ρn) =
1

ρncn
,

åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà.
Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

pI ≤ pII . (28)

Ýòî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îáùíîñòè, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî èçìåíèòü íà-
ïðàâëåíèå îòñ÷åòà íà îñè x, ò.å. çíàêè ó ñêîðîñòåé uI , uII è ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíäåêñû I,
II äëÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, à ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòà ïðîäåëàòü îáðàòíóþ îïåðàöèþ.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà pI 6= pII 6= −p0, ãðàôèê ôóíêöèè F (P ) ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå (2).
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Ðèñ. 2: ãðàôèê ôóíêöèè F (P )
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ ÐÀÇÐÛÂÀ

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (P ) â òî÷êàõ P = −p0, pI , pII ïîçâîëÿþò åùå äî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ

F (P ) = uI − uII
îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç êîíôèãóðàöèé ðàñïàäà ðàçðûâà âîçíèêíåò. Ýòè çíà÷åíèÿ òàêîâû

F (PII) = Uóä =
pII − pI√

ρI

[
κ+ 1

2
(pII + p0) +

κ− 1

2
(pI + p0)

] ,

F (pI) = Uðàç = − 2cII
κ− 1

[
1−

(
pI + p0
pII + p0

)κ−1
2κ

]
,

F (−p0) = Uâàê = − 2cI
κ− 1

− 2cII
κ− 1

.

(29)

Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû uI − uII âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
1. uI − uII > Uóä. Òîãäà P > pII è, ñëåäîâàòåëüíî, P > pI . Ïîýòîìó âïðàâî è âëåâî

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ óäàðíûå âîëíû.
2. Uðàç < uI − uII < Uóä. Òîãäà pI < P < pII . Ïîýòîìó âëåâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

óäàðíàÿ âîëíà, à âïðàâî � âîëíà ðàçðÿæåíèÿ.
3. Uâàê < uI − uII < Uðàç. Òîãäà −p0 < P < pI . Âîçíèêàþò äâå âîëíû ðàçðÿæåíèÿ.
4. uI − uII < Uâàê. Âîçíèêàåò îáëàñòü âàêóóìà, â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëàãàòü P =

−p0, R = 0. Ïîïûòêà ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ P îáðå÷åíà íà íåóäà÷ó, ò.ê. ó íåãî íåò
âåùåñòâåííûõ êîðíåé.
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ÌÅÒÎÄ ÍÜÞÒÎÍÀ ÏÎÈÑÊÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÀÑÏÀÄÀ ÐÀÇÐÛÂÀ

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè ôóíêöèè F (P ) íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûì äëÿ
ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

F (P ) = uI − uII
èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà:

Pm = Pm−1 − f(Pm−1, pI , ρI) + f(Pm−1, pII , ρII)− (uI − uII)
f ′(Pm−1, pI , ρI) + f ′(Pm−1, pII , ρII)

.

Âõîäÿùèå ñþäà ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå áûëè îïðåäåëåíû âûøå ôîðìóëàìè (24)
è (25).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (P ) âûïóêëà ââåðõ, èáî F ′′(P ) < 0, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå P 0

ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

F (P 0) < uI − uII .

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê èñêîìîìó êîðíþ ñíèçó, ìîíî-
òîííî âîçðàñòàÿ.

Óáûâàíèå ïîãðåøíîñòè ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó

Pm − P ∗ =
1

2

F ′′(P̃ )

F ′(Pm−1)

[
Pm−1 − P ∗

]
,

ãäå P ∗ � èñêîìûé êîðåíü, à P̃ � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà îòðåçêå [Pm−1, Pm].
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ÂÛÁÎÐ ÍÀ×ÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß

I. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ P 0

ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü �çâóêîâîé ðàñïàä ðàçðûâà�. Âìåñòî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (23) â
ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò åãî ëèíåàðèçàöèè

P − pI
ρIcI

+
P − pII
ρIIcII

= uI − uII ,

èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ

P 0 =
pIρIIcII + pIIρIcI + (uI − uII)ρIcIρIIcII

ρIcI + ρIIcII
.

Ýòà ôîðìóëà äàåò ïðèáëèæåíèå äëÿ èñêîìîãî êîðíÿ P ∗ ñíèçó, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò
�æåëàòåëüíîìó� óñëîâèþ íà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå P 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû (pI , ρI , uI) ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò (pII , ρII , uII) �çâóêîâîå ïðè-
áëèæåíèå� áåç âñÿêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò îêàçàòüñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü-
íûì.

II. Õîðîøèå ðåçóëüòàòû, îñîáåííî â ñëó÷àå äâóõ óäàðíûõ âîëí, äàåò çàìåíà óðàâíå-
íèÿ (23), èìåþùåãî â ýòîì ñëó÷àå âèä

P − pI√
ρI

(
κ+ 1

2
P +

κ− 1

2
pI + κp0

) +
P − pII√

ρII

(
κ+ 1

2
P +

κ− 1

2
pII + κp0

) = uI − uII ,

íà �ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå�

P − pI√
θIρI (P + p0)

+
P − pII√

θIIρII (P + p0)
= uI − uII ,

ãäå θI , θII � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Îíî â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâ-
íåíèþ äëÿ P , è â êà÷åñòâå P 0 ñëåäóåò áðàòü åãî áîëüøèé êîðåíü. ×òî êàñàåòñÿ âåëè÷èí
θI , θII , òî ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ïîëàãàòü

θI = θII =
κ+ 1

2
,

åñëè îæèäàåòñÿ P � pII > pI , èëè

θI = θII = κ,

åñëè P ≈ pII ≈ pI .
III. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ

|uI − uII − Uóä| < δ,

|uI − uII − Uðàç| < δ,

|uI − uII − Uâàê| < δ,

ãäå δ � ïðåäóñìîòðåííàÿ ìåðà òî÷íîñòè, òî ñðàçó ïîëàãàþò P ∗ = pII , P ∗ = pI , P ∗ = −p0
ñîîòâåòñòâåííî.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íàäèòñÿ âåëè÷èíà P . Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû (14), (16), (21), (22) ïî íàéäåííîìó äàâëåíèþ íàõîäÿòñÿ ìàññîâûå ñêîðîñòè aI
è aII . Ïîñëå ÷åãî íàõîäèì ñêîðîñòü êîíòàêòîãî ðàçðûâà ïî ôîðìóëå

U =
aIuI + aIIuII + pI − pII

aI + aII
.

Åñëè ëåâàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ óäàðíîé, òî åå ñêîðîñòü ðàâíà

DI = uI −
aI
ρI
,

à ïëîòíîñòü RI âû÷èñëÿåòñÿ ïî àäèàáàòå Ãþãîíèî

RI = ρI
(κ+ 1)(P + p0) + (κ− 1)(pI + p0)

(κ− 1)(P + p0) + (κ+ 1)(pI + p0)
=

ρIaI
aI − ρI(uI − U)

.

Åñëè ëåâàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ, òî ñêîðîñòè êðàéíèõ õàðàêòåðèñòèê,
åå îãðàíè÷èâàþùèõ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

DI = uI − cI , D∗I = U − c∗I ,

ãäå

c∗I = cI +
κ− 1

2
(uI − U),

à ïëîòíîñòü RI â îáëàñòè ñëåâà îò êîíòàêòíîãî ðàçðûâà � ïî ôîðìóëå

RI = κ
P + p0
(c2I)

2
.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû âûïèñûâàþòñÿ äëÿ ïðàâîé âîëíû. Åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ óäàðíîé
âîëíîé, òî

DII = uII +
aII
ρII

, RII =
ρIIaII

aII + ρII(uII − U)
,

à åñëè âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ, òî

DII = uII − cII , c∗II = cII +
κ− 1

2
(uII − U),

D∗II = U + c∗II , RII = κ
P + p0
(c2II)

2
.
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ÑÕÅÌÀ ÃÎÄÓÍÎÂÀ

Ïóñòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (V,H,G,Q) ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ
óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ε = ε(p, ρ) èçâåñòíî â ìîìåíò âðåìåíè t â âèäå êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé íà èíòåðâàëàõ (xm−1, xm). Îáîçíà÷èì ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ
íà èíòåðâàëå (xm−1, xm) ÷åðåç (Vm−1/2, Hm−1/2, Gm−1/2, Qm−1/2). Ðåøåíèå (V̂ , Ĥ, Ĝ, Q̂) íà
ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå t+ τ èùåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå

Ĥm−1/2 −Hm−1/2
τ

+
Mm −Mm−1
xm − xm−1

= 0,

Ĥm−1/2V̂m−1/2 −Hm−1/2Vm−1/2
τ

+
Jm − Jm−1
xm − xm−1

= 0,

Ĥm−1/2

Q̂m−1/2 +
V̂ 2
m−1/2

2

−Hm−1/2

(
Qm−1/2 +

V 2
m−1/2

2

)
τ

+
Em − Em−1
xm − xm−1

= 0,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
Mm = (RU)m,

Jm = (P +RU2)m,

Em =

[
RU

(
E +

U2

2

)
+ PU

]
m

äëÿ âåëè÷èí, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ïîòîêè ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè íà åäèíèöó äëèíû
áîêîâîãî ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêè ñåòêè.

Âåëè÷èíû (Um, Rm, Pm, Em) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ñ íà÷àëü-
íûìè äàííûìè (Vm−1/2, Hm−1/2, Gm−1/2, Qm−1/2) ïðè x < xm è (Vm+1/2, Hm+1/2, Gm+1/2, Qm+1/2)
ïðèx > xm â òî÷êàõ (t̃, xm), ãäå t̃ > t. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
àâòîìîäåëüíûìè, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà

U = U(ξ), R = R(ξ), P = P (ξ), E = E(ξ),

ãäå ξ =
x− xm
t− t0

. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïðè x = xm ñîõðàíÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âïëîòü äî òåõ

ïîð, ïîêà â ò. xm íå ïðèäóò âîëíû, îáðàçîâàâøèåñÿ ïðè ðàñïàäå ðàçðûâà â ò. xm−1 è ò.
xm+1.

Äîïîëíèâ ñõåìó óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ìû ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü âûïèñàòü ÿâíûå
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ íà âåðõíåì ñëîå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü âëèÿíèÿ äðóã íà äðóãà ðàñïàäîâ ðàçðûâîâ â ñîñåäíèõ òî÷-
êàõ xm, â ñõåìå Ãîäóíîâà íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü óñëîâèå íà øàãè ñåòêè τ è h âèäà

τ ≤ max
m
|Vm|h.

Íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ îïèñàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äàåò àïïðîêñèìàöèþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.
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ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñ.Ê.Ãîäóíîâ ïðåäëîæèë ñâîé ìåòîä â ðàáîòàõ, îïóáëèêîâàííûõ â 1957 è 1959 ãîäàõ,
êîòîðûé ñóùåñòâåííî îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ îäíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0. (30)

Êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà (30) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé â òî÷êå (x, t,U),
åñëè ñóùåñòâóåò íåñèíãóëÿðíàÿ (íåâûðîæäåííàÿ) ìàòðèöà Ω, äèàãîíàëèçèðóþùàÿ ìàò-
ðèöó ßêîáè âåêòîð ôóíêöèè F

A =
∂F

∂U
= ΩΛΩ−1

è âñå ýëåìåíòû λk äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Λ äåéñòâèòåëüíû. ×èñëà λk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A, à k-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû Ω ñîñòîèò èç êîìïîíåíò k-ãî ïðàâîãî
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà rk â ñèëó ðàâåíñòâà

AΩ = ΩΛ.

Àíàëîãè÷íî, k-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû Ω−1 çàäàåò k-é ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð lk. ×àñòî
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ΩR = Ω, ΩL = Ω−1.

Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé.

Ýòî îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ïî È.Ã.Ïåòðîâñêîìó.
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ÑÌÛÑË ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÍÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì ñìûñë ãèïåðáîëè÷íîñòè äëÿ ñèñòåìû

∂u

∂t
+A

∂u

∂x
= b. (31)

Óìíîæàÿ åå íà ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð lk, ïîëó÷àåì

lk
(
∂u

∂t
+ λk

∂u

∂x

)
= fk, k = 1, . . . , n, (32)

ãäå fk = lk · b.
Ñèñòåìó (32) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

lk
(
du

dt

)
k

= fk, k = 1, . . . , n, (33)

ãäå (du/dt)k åñòü ïðîèçâîäíàÿ u ïî t â íàïðàâëåíèè dx/dt = λk. Ýòî íàïðàâëåíèå íà-
çûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, à óðàâíåíèå (33) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé
óðàâíåíèÿ (31).

Åñëè ñèñòåìà (31) ëèíåéíà è åå êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λk, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñêîðîñòÿìè, òîæå ïîñòîÿííû, à çíà-
÷èò, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ëèíèè íà ïëîñêîñòè (x, t) ñòàíîâÿòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè

x = λkt+ const.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.
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ÑÈÑÒÅÌÛ ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß

Ñðåäè óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü óðàâíåíèÿ, âûðà-
æàþùèå ñîõðàíåíèå òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âåëè÷èí, êàê ìàññà, èìïóëüñ è ýíåðãèÿ.
Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû â ïðîèçâîëüíîì âûäåëåííîì
îáúåìå V ⊂ R3 ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî çà ñ÷åò åå ïðèòîêà ÷åðåç ãðàíèöó ýòîãî îáúåìà
∂V . Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt

∫
V
F0 dV +

∫
∂V

3∑
j=1

njFj dS = 0, (34)

ãäå nj � êîìïîíåíòû âíåøíåé íîðìàëè ê ∂V , à dS � ýëåìåíò ïëîùàäè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F0 = F0(U) è Fj = Fj(U) (j = 1, 2, 3) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè èñêîìûõ âåëè÷èí U, çàäàþùèìè ïëîò-
íîñòü ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû è êîìïîíåíòû âåêòîðà åå ïîòîêà ÷åðåç åäèíèöó ïëîùà-
äè.

Åñëè ôóíêöèÿ U(t,x) äèôôåðåíöèðóåìà, òî èç (34) ñëåäóåò

∂F0(U)

∂t
+

3∑
j=1

∂Fj(U)

∂xj
= 0. (35)

Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèâåðãåíöèþ âåêòîðà (F0, F1, F2, F3)
â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x1, x2, x3. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî îíî çàïèñàíî â äèâåðãåíò-
íîé ôîðìå. Åñëè óðàâíåíèå (35) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû è ýòîìó
óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (34), òî ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå (35)
âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî äàæå îäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ìîæåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äèâåðãåíòíûõ ôîðì åãî çàïèñè.

Åñëè â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàæäîå èç óðàâíåíèé çàïèñàíî â äè-
âåðãåíòíîì âèäå è âûðàæàåò ïðè ýòîì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà
èìååò êîíñåðâàòèâíóþ ôîðìó, èëè ôîðìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðè ýòîì íà ðàçðûâàõ
çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â âèäå

−W [F0] +
3∑
j=1

nj [Fj ] = 0, (36)

ãäå W � ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê íåé.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, åñëè íà ðàçðûâàõ åå ðåøåíèé âû-

ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (36).
Çàìå÷àíèå. Áîëüøèíñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî íà îñíîâå èõ

êîíñåðâàòèâíîé, à íå êâàçèëèíåéíîé ôîðìû.
Çàìå÷àíèå. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òå÷åíèé, äëÿ êîòî-

ðûõ èñêîìûå âåëè÷èíû U âäîëü îñåé x2 è x3 íå èçìåíÿþòñÿ. Äàëåå îïÿòü äëÿ ïðîñòîòû
è êîìïàêòíîñòè èçëîæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ îäíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß

Âåêòîð ôóíêöèÿ U(t, x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0, (37)

åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ∮
γ

Udx − F(U)dt = 0 (38)

äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γ, îãðàíè÷èâàþùåãî ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü Q íà ïëîñ-
êîñòè (t, x). Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (38) ïî ñóòè îäíîìåðíàÿ ôîðìà çàïèñè èíòåãðàëüíûõ
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (34).

Âñå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû U(t, x) ìîæåò áûòü è êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé, ñ íåïðåðûâíûìè ïåðâûìè ïðîèç-
âîäíûìè âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè.

Ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ U èìååò ðàçðûâ, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñèëü-

íîãî ðàçðûâà. Åñëè ðàçðûâíû òîëüêî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè U, òî ãîâîðÿò î íàëè÷èè
ñëàáîãî ðàçðûâà.

Ïóñòü âåêòîð U ðàçðûâåí íà ëèíèè x = X(t), íî íåïðåðûâåí ñ îáåèõ ñòîðîí ýòîé
ëèíèè. Òîãäà íà ðàçðûâå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

dX

dt
[U] = [F(U)].

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïî àíàëîãèè ñ ãàçîâîé äèíàìèêîé íàçûâàþò óñëîâèåì Ãþãîíèî.
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ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Çàäà÷à. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû íåäîñòàòî÷íî òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
êîíàì ñîõðàíåíèÿ è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ Á.Ë.Ðîæäåñòâåíñêèé è Í.Í.ßíåíêî
(1978) ââåëè ñëåäóþùèå êðèòåðèè:
• ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, äîëæíî òàêæå áûòü ðåøåíèåì â
îáîáùåííîì ñìûñëå;
• ïðåäåëû êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ â êëàññå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïåðâîå ïðåïîëîæåíèå âïîëíå åñòåñòâåííî, à âòîðîå ïðåäïîëàãàåò íåïðåðûâíóþ çàâè-
ñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, âûøåïðèâåäåííûå
óñëîâèÿ îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè.

Ïðèíöèïû, ñôîðìóëèðîâàííûå Á.Ë.Ðîæäåñòâåíñêèì è Í.Í.ßíåíêî, î÷åíü âàæíû ñ
òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñêâîçíîãî ñ÷åòà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàç-
ðûâíûõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ðàçðûâû ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ðåçêèìè ãðàäèåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå. Åñòåñòâåííî íà-
äåÿòüñÿ, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ðàçðûâíûì ðåøåíèÿì ãèïåðáîëè÷åñêîé
ñèñòåìû ïî ìåðå òîãî êàê èçìåëü÷àåòñÿ ñåòêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çîíû áîëüøèõ ãðàäèåí-
òîâ â ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ, î÷åâèäíî, îïèñûâàþòñÿ ñõåìíûìè âÿçêîñòüþ è äèñïåðñèåé.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàçðûâ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñãëàæåííîãî ïðîôèëÿ ïðè ñòðåìëåíèè äèññèïàöèè è äèñïåðñèè
ê íóëþ.

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óäàåòñÿ ââå-

ñòè ñâîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ê òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðåíèÿ ðåøåíèÿ çà-

êîíàì ñîõðàíåíèÿ è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè òàêèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íà ðàçðûâàõ

òðåáîâàíèÿ íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè.
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ÇÀÄÀ×À ÐÈÌÀÍÀ

Çàäà÷à Ðèìàíà î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåìû

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0 (39)

ñî ñïåöèàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â âèäå (Rieman, 1860)

U(0, x) =

{
UR ïðè x > 0,
UL ïðè x < 0.

(40)

Ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå ãîäèëîñü áû äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé, ïîêà íåò.
Âñå ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû äåëÿòñÿ óñëîâíî íà äâå áîëüøèå ÷àñòè.

Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû òî÷íîãî èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñ-
ïàäå ðàçðûâà äëÿ ñèñòåìû ãàçîâîé äèíàìèêè (ê íèì îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû, èçëîæåííûå
â íà÷àëå òåìû) è äðóãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû (39).

Âòîðàÿ ãðóïïà ïðåòåíäóåò íà áîëüøóþ óíèâåðñàëüíîñòü â ñìûñëå ñïåêòðà çàäà÷, ê
êîòîðûì îíà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà. Îäíà èç èäåé ýòîé ãðóïïû � ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ìàëûõ ðàçíîñòåé UR −UL. Îäíàêî òàêîå ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è
Ðèìàíà ìîæåò íå äàâàòü óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòà ïðè íåìàëûõUR−
UL. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà èç ýòîé ãðóïïû ìîæíî íàéòè â êíèãå
À.Ã.Êóëèêîâñêîãî, Í.Â.Ïîãîðåëîâà è À.Þ.Ñåìåíîâà.
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Ðèñ. 3: êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè Un

ÌÅÒÎÄ ÃÎÄÓÍÎÂÀ ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó ñ øàãîì h. Ïîëîæèì, ÷òî íà n−îì
âðåìåííîì ñëîå âñå êîìïîíåíòû ñåòî÷íîé âåêòîð ôóíêöèè U ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè
âíóòðè êàæäîé ÿ÷åéêè (ñì. ðèñóíîê (3)). Òîãäà íà ãðàíèöå ñ íîìåðîì m+ 1/2 íà n−îì
øàãå ïî âðåìåíè áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Ðèìàíà ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè:

U(tn, x) =

{
Un
m+1 ïðè x > xm+1/2,

Un
m ïðè x < xm+1/2.

(41)

Ïóñòü U
n+1/2
m+1/2 � ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è â òî÷êå (tn+1/2, xm+1/2). Àíàëîãè÷íî U

n+1/2
m−1/2

� ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà ñ íîìåðîì m − 1/2 â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Òîãäà ÿâíàÿ
êîíå÷íî-îáúåìíàÿ ñõåìà Ãîäóíîâà èìååò âèä

Un+1
m −Un

m

τ
+

Fm+1/2 − Fm−1/2
h

= 0,

ãäå Fm±1/2 = F(U
n+1/2
m±1/2).

Ñõåìà îáëàäàåò ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Èññëåäîâà-
íèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ïî ñïåêòðàëüíîìó ïðèçíàêó
ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

C = max
p
|Cp| ≤ 1, Cp = λp

τ

h
,

ãäå λp � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿêîáèåâîé ìàòðèöû A äëÿ ôóíêöèè F. ×èñëî C íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëîì Êóðàíòà, à óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íîñèò èìåíà Êóðàíòà-Ôðèäðèõñà-Ëåâè
(1928). Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè òîãî, ÷òîáû ìàëûå
âîçìóùåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ îò îäíîé ãðàíèöû äèñêðåòíîé ÿ÷åéêè, çà âðåìÿ τ íå
äîñòèãëè äðóãîé.
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