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ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ

Ïðîñòåéøèì ïðåäñòàâèòåëåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîíâåêòèâíûå ïðî-
öåññû, ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂u

∂t
+ a(t, x, u)

∂u

∂x
= f(t, x, u), (1)

ãäå u = u(t, x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à a è f � èçâåñòíûå ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ.
Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Q = {(t, x)| t > 0, −∞ < x <∞} äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñòàâèòñÿ

çàäà÷à Êîøè
u(0, x) = u0(x). (2)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dX

d t
= a(t, x, U),

d U

d t
= f(t, x, U), (3)

êîòîðóþ íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèÿ (1). Êàæäîå åå ðåøåíèå

X = X(t), U = U(t)

çàäàåò õàðàêòåðèñòèêó â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x, u.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè a è f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Òîãäà ÷åðåç ëþáóþ

òî÷êó (t0, x0, u0) ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà õàðàêòåðèñòèêà.
Çàäà÷à Êîøè (1), (2) ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíòå-

ãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ (1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ íà÷àëüíóþ êðèâóþ:
t = 0, u = u0(x). Òàê êàê ïðè ýòîì ìû õîòèì ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íóþ äèôôåðåíöèðóå-
ìóþ ôóíêöèþ u(t, x), ýòà ïîâåðõíîñòü äîëæíà îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðîâàòüñÿ íà ïëîñêîñòü
u = 0 ïåðåìåííûõ t è x.
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Ðèñ. 1: Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèê

ÑÂßÇÜ ÌÅÆÄÓ ÐÅØÅÍÈßÌÈ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ È ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå u îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó (t, x0, u0), çàäà÷à (1), (2) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùåé
èç õàðàêòåðèñòèê, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç äàííóþ íà÷àëüíóþ êðèâóþ, è îäíîçíà÷íî ïðîåê-
òèðóþùåéñÿ íà ïëîñêîñòü u = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = X(t, x0, u0), U = U(t, x0, u0) ðåøåíèå õðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû (3), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

X(0, x0, u0) = x0, U(0, x0, u0) = u0.

Òîãäà ðåøåíèå u(t, x) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u(X(t, x0, u0), t) = U(t, x0, u0). (4)

Ýòà ôîðìóëà íåÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ u(t, x), êîòîðàÿ â ñëó÷àå u0(x) ∈
C1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ (t, x), â êîòîðûõ îäíîçíà÷íî ðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà x0 óðàâíåíèå

X(t, x0, u0) = x (5)

è îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4).
Ïóñòü â ýòèõ òî÷êàõ

x0 = X−1(t, x) = x0(t, x).

Òîãäà èç ôîðìóëû (4) ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ u(t, x)

u(t, x) = U(t, x0(t, x), u0(x0(t, x))). (6)
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ïðè óñëîâèè, ÷òî u0 ∈ C1

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (5) îòíîñèòåëüíî x0. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

X ′ =
∂ X(t, x0, u0(x0))

∂ x0
> 0, (7)

òàê êàê X (0, x0, u0(x0)) ≡ x0 è

X ′ (0, x0, u0(x0)) = 1. (8)

Îáîçíà÷àÿ

U ′ =
∂ U(0, x0, u0(x0))

∂ x0

(
U ′ (0, x0, u0(x0)) = u′0(x0)

)
(9)

è äèôôåðåíöèðóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó (3) ïî x0, ïîëó÷èì

dX ′

d t
= a′uU

′ + a′xX
′,

d U ′

d t
= f ′uU

′ + f ′xX
′. (10)

Èòàê, X ′, U ′ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (8), (9). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10) è óñëîâèÿ(8) ñóùåñòâóåò òàêîå t0 > 0, ÷òî äëÿ ïðè 0 ≤ t ≤ t0
íåðàâåíñòâî (7) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, â ïîëîñå {t, x)|0 ≤ t ≤ t0, x ∈ R}
ôîðìóëà (6) çàäàåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2).
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÕÎÏÔÀ

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî
óðàâíåíèåì Õîïôà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (11)

äëÿ êîòîðîãî ïîñòàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(0, x) = u0(x) =


u− = αa+ β ïðè x ≤ a,
αx+ β ïðè a ≤ x ≤ b,
u+ = αb+ β ïðè x ≥ b.

(12)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèÿ (11)

dX

d t
= U,

dU

d t
= 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

X(0, x0, u0) = x0, U(0, x0, u0) = u0

èìååò ðåøåíèå
X(t, x0, u0) = x0 + u0t, U(t, x0, u0) = u0, (13)

êîòîðîå îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t, x0, u0.
Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ u â òî÷êå (t, x), òðåáóåòñÿ ñäåëàòü ñëåäóþùèå øàãè.

1. Íàéòè çíà÷åíèå x0 èç óðàâíåíèÿ

x = x0 + u0(x0)t. (14)

2. Íàéòè çíà÷åíèå u ïî ôîðìóëå
u = u0(x0). (15)

Çíà÷åíèå u ìîæåò áûòü íàéäåíî íåîäíîçíà÷íî, åñëè óðàâíåíèå (14) èìååò

áîëüøå îäíîãî ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 2: õàðàêòåðèñòèêè

ÑËÓ×ÀÉ α > 0

Ïóñòü α ≥ 0. Ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòü u = 0 èìåþò âèä, èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñ. 2. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (t, x) ïîëóïëîñêîñòè t ≥ 0 ïðîõîäèò
åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà x = X(t, x0, u0(x0)), ò.å. óðàâíåíèå (11) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî x0. Ôóíêöèÿ u(t, x) ïîñòîÿííà âäîëü õàðàêòåðèñòèê (11), ïîýòîìó
â çîíå I, ò.å. ïðè x ≤ a+ u−t,

u(t, x) = u− = αa+ β,

à â çîíå III, ïðè x ≥ b+ u+t,
u(t, x) = u+ = αb+ β.

Â çîíå II, ïðè a+ u−t ≤ x ≤ b+ u+t, óðàâíåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

x = x0 + (αx0 + β)t

ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x0 =
x− βt
1 + αt

.

Ïî ôîðìóëå (6) îïðåäåëÿåì ðåøåíèå u(t, x) â çîíå II:

u(t, x) = u0(x0(t, x)) = α · x− βt
1 + αt

+ β =
αx+ β

1 + αt
.
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Ðèñ. 3: èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè α > 0

Èòàê, ôóíêöèÿ u(t, x) ïðè α ≥ 0 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u(t, x) =


u− = αa+ β ïðè x ≤ a+ u−t,
αx+ β

1 + αt
ïðè a+ u−t ≤ x ≤ b+ u+t,

u+ = αb+ β ïðè x ≥ b+ u+t.

(16)

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (11)-(12),
ïîñêîëüêó õîòü ôóíêöèÿ u(t, x) ïðè t ≥ 0 è íåïðåðûâíà, íî åå ïðîèçâîäíàÿ òåðïèò ðàçðûâ
â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ x = a+ u−t è x = b+ u+t. Îäíàêî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â øèðîêîì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ u(t, x) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è â øèðî-
êîì ñìûñëå, åñëè u(0, x) = u0(x) è ôóíêöèÿ u(t, x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî
ïåðåìåííîìó t âäîëü õàðàêòåðèñòèêè x = X(t, x0, u0), ïðè÷åì

d

dt
u(t,X(t, x0, u0)) = 0.

Ôóíêöèÿ u(t, x), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (16), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11)-(12) â øè-
ðîêîì ñìûñëå. Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x, u ðåøåíèå (16) îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíóþ
ïîâåðõíîñòü S, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 3. Ýòà ïîâåðõíîñòü îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà
ïëîñêîñòü u = 0 ïðè t ≥ 0.
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Ðèñ. 4: õàðàêòåðèñòèêè

ÑËÓ×ÀÉ α < 0

Â ñëó÷àå α < 0 (u− > u+) êàðòèíà õàðàêòåðèñòèê â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (t, x) èìååò
âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4. Âñå õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíà-
òàìè (0, x0), ïðè a ≤ x0 ≤ b, ñõîäÿòñÿ â òî÷êå (t∗, x∗), ãäå t∗ = −1/α > 0, x∗ = −β/α.
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Ðèñ. 5: èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè α < 0

Â çîíå I u(t, x) = u−, â çîíå III u(t, x) = u+. Â çîíå II

u(t, x) =
αx+ β

1 + αt
.

Íàêîíåö, â çîíå IY, ôóíêöèÿ

U(t, x0(t, x), u0(x0(t, x)))

òðåõçíà÷íà è ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ:

u1(t, x) = u−, u2(t, x) =
αx+ β

1 + αt
, u3(t, x) = u+.

Â òî÷êå (t∗, x∗) ôóíêöèÿ U ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [u+, u−]. Èòàê, â ñëó÷àå
α < 0 íåïðåðûâíîå ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è Êîøè (11)-(12) â øèðîêîì ñìûñëå ñóùåñòâóåò
ëèøü ïðè t < −1/α, à èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü S îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ≥ 0 (ðèñ. 5).
Îäíàêî ïðè t ≥ −1/α îíà íå ïðîåêòèðóåòñÿ îäíîçíà÷íî íà ïëîñêîñòü u = 0.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(t, x) îïèñûâàåò êàêóþ-ëèáî ôèçè÷åñêóþ âåëè-
÷èíó â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x, òî åñòåñòâåííî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà äîëæíà áûòü
îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé t, x. Ïîýòîìó çàäà÷è ôèçèêè òðåáóþò îïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íîé
ôóíêöèè u = u(t, x). Êàê ìû âèäåëè, çàäà÷à Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàç-
ðåøèìà â øèðîêîì ñìûñëå (ò.å. â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) äàëåêî íå âñåãäà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü â êàêîì ñìûñëå ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü
ðåøåíèåì òàêèõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Ðàíåå ìû óæå äåëàëè çàìå÷àíèå, ÷òî ôèçè÷åñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ
â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïðè óñëîâèè ãëàäêîñòè ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé ñâîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðè÷åì ýòè óðàâíåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî çàïèñûâàþòñÿ â îñîáîì âèäå, êîòîðûé íàçûâàþò
äèâåðãåíòíûì. Ïîýòîìó ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èìååò ñìûñë ââîäèòü íå äëÿ
óðàâíåíèÿ âèäà (1), à äëÿ åãî äèâåðãåíòíîé ôîðìû çàïèñè. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèå â ïîëóïëîñêîñòè Q = {(t, x)| t > 0, x ∈ R} ñëåäóþùåãî âèäà

∂u

∂t
+
∂F (u)

∂x
= 0 (17)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u |t=0= u0(x). (18)

Ôóíêöèÿ F ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (17)-(18) â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-

ãëàäêèõ ôóíêöèé íàçûâàþò ôóíêöèþ u(t, x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæ-
äåñòâó ∫

ΠT

[uϕt + F (u)ϕx] dxdt = 0, (19)

ïðè ëþáîé �ïðîáíîé� ôóíêöèè ϕ(t, x) ∈ C∞0 (ΠT ), à íà÷àëüíîå óñëîâèå (18) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) óäîâëåòâîðÿåò ýòî-
ìó óðàâíåíèþ â òî÷êàõ ãëàäêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ (u, F (u)) ÷åðåç
ëþáóþ ãëàäêóþ êðèâóþ íà ïëîñêîñòè (t, x), îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü ãëàäêîñòè ôóíê-
öèè u(t, x), ðàâåí íóëþ.
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Ðèñ. 6: óñëîâèå íà ëèíèè ðàçðûâà

ÓÑËÎÂÈÅ ÐÝÍÊÈÍÀ-ÃÞÃÎÍÈÎ

Åñëè êðèâàÿ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ñ ëèíèåé ðàçðûâà x = x(t) ôóíêöèè u(t, x), òî
çàêîí ñîõðàíåíèÿ â ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿòüñÿ óæå íå áóäåò. Äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ íåîá-
õîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ u è çàâèñèìîñòü x(t).

Ïóñòü u(t, x) � êóñî÷íî ãëàäêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäå-
ñòâà (19) óðàâíåíèÿ (17) â îáëàñòè Ω ⊂ R2. Òî÷íåå ïóñòü Ω äåëèòñÿ ëèíèåé Γ íà äâå
÷àñòè (ñì. ðèñ. 6) Ω− è Ω+, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ u(t, x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, ò.å.

u(t, x) ∈ C1(Ω−) ∩ C1(Ω+),

è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ñëåâà (u−) è ñïðàâà (u+) ôóíêöèè u ïðè ïîäõîäå ê Γ.
Òàêèì îáðàçîì, íà êðèâîé Γ â êàæäîé òî÷êå (t0, x0) ∈ Γ îïðåäåëåíû

u−(t0, x0) = lim
((t,x)→(t0,x0)

(t,x)∈Ω−
)
u(t, x),

è
u+(t0, x0) = lim

((t,x)→(t0,x0)
(t,x)∈Ω+

)
u(t, x).

Òàêèå ðàçðûâû íàçûâàþò ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà.
Ïóñòü êðèâàÿ Γ â îáëàñòè Ω åñòü ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè x = x(t). Òîãäà êóñî÷íî-

ãëàäêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(t, x) óðàâíåíèÿ (17) óäîâëåòâîðÿåò íà ëèíèè ðàçðûâà Γ
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ Ðýíêèíà-Ãþãîíèî:

dx

dt
=

[F (u)]

[u]
=
F (u+)− F (u−)

u+ − u−
, (20)

ãäå [u] = u+− u− � ñêà÷îê ôóíêöèè u(t, x) íà ëèíèè ðàçðûâà Γ, [F (u)] = F (u+)−F (u−)
� ñêà÷îê F (u).
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ÓÄÀÐÍÛÅ ÂÎËÍÛ

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
dx

dt
= − cos(ν, t)

cos(ν, x)
, (cos(ν, x) è cos(ν, t) � êîîðäèíàòû åäèíè÷íîé íîðìà-

ëè ν ê êðèâîé Γ, íàïðàâëåííîé èç Ω− â Ω+, cos(ν, x) 6= 0), ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (20) â
ýêâèâàëåíòíîì âèäå

[u]cos(ν, t) + [F (u)]cos(ν, x) = 0. (21)

Îïðåäåëåíèå. Óäàðíûìè âîëíàìè íàçûâàþòñÿ ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (17).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Ðýíêèíà-Ãþãîíèî (21) ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü ẋ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
óäàðíûõ âîëí ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè u+ è u− ÷åðåç ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ F (u). Åñëè
ôóíêöèÿ u(t, x) òåðïèò ñëàáûé ðàçðûâ íà ëèíèè Γ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íà íåé íåïðåðûâíîé

è èìååò íà Γ ëèøü ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ
∂u

∂t
è
∂u

∂x
, òî óñëîâèå Ðýíêèíà-Ãþãîíèî (21),

î÷åâèäíî, âûïîëíåíî (ò.ê. [u] = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå [F (u)] = 0.) Òàêèì îáðà-
çîì, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ u(t, x), êîòîðàÿ â îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè ãëàäêîñòè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì, áóäåò âî âñåé îáëàñòè Ω îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì (ôóíêöèÿ u(t, x) êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì â Ω, áåçóñëîâíî, íå ÿâëÿåòñÿ,
ò.ê. îíà íå äèôôåðåíöèðóåìà ïðè (t, x) ∈ Γ ⊂ Ω.)

Îäíàêî ïðè òàêîì ïîíèìàíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ îíî îêàçûâàåòñÿ íååäèíñòâåí-
íûì. Ýôôåêò íååäèíñòâåííîñòè ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ðàçðûâîâ ó ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
íå ëþáûå ðàçðûâû äîïóñòèìû. Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê ðàçðûâíîìó ðåøåíèþ ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî îíî äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëîì êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé äàííîãî
êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ïðîâåðêè äîïóñòèìîñòè ðàçðûâà ó
ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) âîçìîæåí ñêà÷îê îò u− ê u+ (â íàïðàâëåíèè

âîçðàñòàíèÿ x) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè ðàçðûâà:

• â ñëó÷àå u− < u+ ãðàôèê ôóíêöèè F (u) íà îòðåçêå [u−, u+] äîëæåí áûòü

ðàñïîëîæåí íå íèæå õîðäû ñ êîíöàìè (u−, F (u−)) è (u+, F (u+));
• â ñëó÷àå u− > u+ ãðàôèê ôóíêöèè F (u) íà îòðåçêå [u+, u−] äîëæåí áûòü

ðàñïîëîæåí íå âûøå õîðäû ñ êîíöàìè (u−, F (u−)) è (u+, F (u+)).
Â ëèòåðàòóðå ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óñëîâèå äîïóñòèìîñòè ðàçðûâà íàçûâàåòñÿ

óñëîâèåì �íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè�. Äåëî â òîì, ÷òî íåëèíåéíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû,
ìîäåëèðóåìûå ðàññìàòðèâàåìûìè óðàâíåíèÿìè, � íåîáðàòèìû âî âðåìåíè, à ôóíêöèÿ,
ïðè ïîìîùè êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåîáðàòèìîñòü, íàçûâàåòñÿ �ýíòðîïèåé�.

12



ÇÀÄÀ×À ÐÈÌÀÍÀ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÕÎÏÔÀ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèé Ðýíêèíà-Ãþãîíèî è íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè
ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õîïôà:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0

u |t=0= u0(x) =

{
u− ïðè x < 0,
u+ ïðè x > 0.

(22)

Èñõîäíîå óðàâíåíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå x→ kx, t→ kt, íà÷àëüíîå óñëîâèå ïåðå-
õîäèò â ñåáÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè x→ kx, k > 0. Çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè, ïðè óêàçàííîé çàìåíå ñ ïîëîæèòåëüíûì k ôóíêöèÿ u(t, x) ïåðåõîäèò
â ñåáÿ:

u(kt, kx) = u(t, x) ∀k > 0.

Ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî u(t, x) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà âñåõ ëó÷àõ x = ξt, t > 0,
âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ξ = x/t:

u(t, x) = u(x/t), t > 0. (23)

Ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò x/t íàçûâàþòñÿ àâòîìîäåëüíûìè. Ó àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé,
â ÷àñòíîñòè, ëèíèè ðàçðûâà ìîãóò áûòü òîëüêî ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäè-
íàò.

Ïîäñòàâëÿÿ (23) â óðàâíåíèå Õîïôà, ïîëó÷èì

− x
t2
u′
(
x

t

)
+

1

t
u

(
x

t

)
u′
(
x

t

)
=

1

t
u′
(
x

t

)(
u

(
x

t

)
− x

t

)
= 0,

ò.å. ëèáî u′ = 0, ëèáî u = x/t. Òàêèì îáðàçîì, âñå ãëàäêèå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Õîïôà ÿâëÿþòñÿ ëèáî êîíñòàíòàìè, ëèáî ôóíêöèåé x/t.
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Íàøà äàëüíåéøàÿ çàäà÷à � ñîåäèíèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì (ò.å. ñ âûïîëíåíèåì íà
ëó÷àõ ðàçðûâà óñëîâèé Ðýíêèíà-Ãþãîíèî è íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè) ïîñòðîåííûå ãëàäêèå
àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u0(x). Ïðåæäå
âñåãî âûÿñíèì, ïî êàêèì ëó÷àì ìîæíî �ñòûêîâàòü� ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, à òàêæå êîí-
ñòàíòó è ôóíêöèþ x/t.

Äâå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè u(t, x) ≡ u1 è u(t, x) ≡ u2, ui = Const, êàê ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ Ðýíêèíà-Ãþãîíèî, ñòûêóþòñÿ ïî ïðÿìîé

x =
F (u2)− F (u1)

u2 − u1
t =

1

2

u2
2 − u2

1

u2 − u1
t =

u2 + u1

2
t,

ïðè÷åì ñêà÷îê, èç óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè ðàçðûâà, âîçìîæåí òîëüêî â ñòîðîíó óìåíüøå-
íèÿ u (ïðè ðîñòå x). Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ îïðåäåëåííîñòè u2 > u1, òî

u(t, x) = u2 ïðè x <
u2 + u1

2
t,

u(t, x) = u1 ïðè x >
u2 + u1

2
t.

×òî êàñàåòñÿ ñòûêîâêè êîíñòàíòû u(t, x) ≡ u3 = Const è ôóíêöèè u(t, x) = x/t, òî
åñëè îíè ñòûêóþòñÿ ïî ëó÷ó x = ξt, òîãäà ïðåäåë ôóíêöèè x/t ïðè ïîäõîäå ê ýòîìó ëó÷ó
ðàâåí ξ, è èç óñëîâèÿ Ðýíêèíà-Ãþãîíèî ñëåäóåò

ξ =
dx

dt
=
F (u3)− F (ξ)

u3 − ξ
=

1

2

u2
3 − ξ2

u3 − ξ
=
u3 + ξ

2
,

ò.å. ξ = u3. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ëó÷å ñòûêîâêè
x = ξt = u3t, t > 0.
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Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà äëÿ óðàâíåíèÿ
Õîïôà. Çäåñü âîçìîæíû äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè.

1) Åñëè u− > u+, òî ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå óäàðíîé âîëíû � äâóõ êîíñòàíò u− è

u+, ñîåäèíåííûõ ïî ëó÷ó x =
u− + u+

2
t â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Ðýíêèíà-Ãþãîíèî

u(t, x) =


u− ïðè x <

u− + u+

2
t,

u+ ïðè x >
u− + u+

2
t.

Ïîëó÷åííûé ðàçðûâ, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â ñìûñëå óñëîâèÿ
íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè.

2) Åñëè u− < u+, òî ðåøåíèå ñòðîèòü â âèäå óäàðíîé âîëíû íåëüçÿ, ò.ê. ïîëó÷àåìûé
â ýòîì ñëó÷àå ðàçðûâ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè. Çäåñü íà ïîìîùü
ïðèõîäèò ôóíêöèÿ x/t, êîòîðàÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ñîåäèíÿåòñÿ ñ u− è u+

u(t, x) =


u− ïðè x ≤ u−t,
x/t ïðè u−t < x < u+t,
u+ ïðè x ≥ u+t.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íåïðåðûâíî âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè t > 0. Óãîë u−t < x < u+t,
t > 0, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñãëàæèâàíèå ðàçðûâíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íàçûâàþò
îáëàñòüþ ðàçðåæåíèÿ, à ñàìî ðåøåíèå � öåíòðèðîâàííîé âîëíîé ðàçðåæåíèÿ.
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ÇÀÄÀ×À ÐÈÌÀÍÀ ÄËß ÂÛÏÓÊËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Äëÿ óðàâíåíèÿ
∂u

∂t
+
∂F (u)

∂x
= 0 (24)

ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé

u0(x) =

{
u−, x < 0,
u+, x > 0,

(25)

ãäå u− è u+ ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ F = F (u) ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü åå âûïóêëîé âíèç. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì äåéñòâèÿì.

I. Åñëè u− > u+, òî ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå óäàðíîé âîëíû, ñòûêóÿ äâå êîíñòàíòû

u− è u+ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Ðàíêèíà-Ãþãîíèî ïî ëó÷ó
x

t
=
F (u+)− F (u−)

u+ − u−
, t > 0 :

u0(t, x) =


u−, x <

F (u+)− F (u−)

u+ − u−
t,

u+, x >
F (u+)− F (u−)

u+ − u−
t.

(26)

II. Åñëè u− < u+, òî ðåøåíèå âèäà (26) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âîçðàñòàíèÿ ýíòðî-
ïèè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî âîëíå ðàçðÿæåíèÿ â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
Õîïôà. Ñíà÷àëà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(x/t), îáðàòíàÿ ê F ′(x/t), ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (24) ïðè t > 0 (îíî òàêæå íàçûâàåòñÿ âîëíîé ðàçðÿæåíèÿ), à çàòåì ñ åãî
ïîìîùüþ ñêëåèâàþòñÿ êîíñòàíòû u− è u+ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ â öåëîì
ïðè t > 0:

u0(t, x) =


u−, x ≤ F (u−)t,
ψ(x/t), F (u−)t < x < F (u+)t,
u+, x ≥ F (u+)t.

(27)

×òî êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè F , òî ðåøåíèå â ñëó÷àå u− < u+

ÿâëÿåòñÿ óäàðíîé âîëíîé, îïèñûâàåìîé ôîðìóëîé (26), à â ñëó÷àå u− > u+ ðåøåíèåì
ñëóæèò âîëíà ðàçðÿæåíèÿ, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (27).

Çàìå÷àíèå. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè F íóæíà ëèøü íà îòðåçêå [u−, u+] (èëè [u+, u−]).
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè F = eu. Â ñëó÷àå, êîãäà
u− > u+, ðåøåíèåì çàäà÷è Ðèìàíà ñëóæèò ôóíêöèÿ

u(t, x) =


u−, x <

eu
+ − eu−

u+ − u−
t,

u+, x >
eu

+ − eu−

u+ − u−
t,

(28)

à åñëè u− < u+, òî ôóíêöèÿ

u(t, x) =


u−, x ≤ eu−t,
ln(x/t), eu

−
t < x < eu

+
t,

u+, x ≥ eu+
t.

(29)

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðèìåð âûïóêëîé ââåðõ íà îòðåçêå [0, π] ôóíêöèè F = sinu.
Â ñëó÷àå, êîãäà 0 ≤ u− < u+ ≤ π, ðåøåíèåì çàäà÷è Ðèìàíà ñëóæèò ôóíêöèÿ

u(t, x) =


u−, x <

cosu+ − cosu−

u+ − u−
t,

u+, x >
cosu+ − cosu−

u+ − u−
t,

(30)

à åñëè π ≥ u− > u+ ≥ 0, òî ôóíêöèÿ

u(t, x) =


u−, x ≤ cosu−t,
arccos(x/t), cosu−t < x < cosu+t,
u+, x ≥ cosu+t.

(31)
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ÇÀÄÀ×À ÐÈÌÀÍÀ ÄËß ÍÅÂÛÏÓÊËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Îïèøåì òåïåðü ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà â ñëó÷àå íåâûïóêëîé
ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ F .

Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé ââåðõ îáîëî÷êîé ôóíêöèè F (u) íà îòðåçêå [α, β] íàçûâàþò
ôóíêöèþ

F̃ (u) = inf
F̃ (u)∈Φ

F̃ (u), u ∈ [α, β],

ãäå Φ ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ ââåðõ ôóíêöèé F̃ (u) òàêèõ, ÷òî F̃ (u) ≥ F (u) ïðè âñåõ
u ∈ [α, β].

Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé âíèç îáîëî÷êîé ôóíêöèè F (u) íà îòðåçêå [α, β] íàçûâàþò
ôóíêöèþ

F̃ (u) = sup
F̃ (u)∈Φ

F̃ (u), u ∈ [α, β],

ãäå Φ ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé F̃ (u) òàêèõ, ÷òî F̃ (u) ≤ F (u) ïðè âñåõ
u ∈ [α, β].

Åñëè F (u) � âûïóêëàÿ ââåðõ (âíèç) ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [α, β], òî åå âûïóêëîé ââåðõ
(âíèç) îáîëî÷êîé íà ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà, à ãðàôèê åå âûïóêëîé âíèç (ââåðõ)
îáîëî÷êè � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (α, F (α)) è (β, F (β)). Â îáùåì æå ñëó÷àå ãðàôèê
îáîëî÷êè ñîñòîèò èç âûïóêëûõ (â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó) êóñêîâ ãðàôèêà ôóíêöèè
F (u) è îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè êóñêè. Êàæäûé òàêîé îòðåçîê áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ëó÷ó ðàçðûâà (óäàðíîé âîëíå) ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè àâòîìî-
äåëüíûìè ðåøåíèÿìè âèäà u(t, x) = ψ(t, x), ãäå ψ(ξ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ξ = F ′(u).
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Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ F (u) = u3. Ïóñòü âåëè÷èíû u− > 0, à u+ < 0. Ðåøå-
íèåì ýòîé çàäà÷è ñëóæèò ôóíêöèÿ

u(t, x) =


u−, x ≤ 3

4
(u−)2t,

−
√
x

3t
,

3

4
(u−)2t < x < 3(u+)2t,

u+, x ≥ 3(u+)2t.

(32)

Çàäà÷à ñ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ F (u) = u3 ðåøåíà äëÿ ñëó÷àÿ u− = 1 è u+ = −1. Ýòî
ðåøåíèå áåç îñîáûõ óñëîæíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé íà÷àëüíîé ôóíêöèè
èç ðàçîáðàííîãî âûøå ïðèìåðà.

Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à, ïðèâåäåííàÿ â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ F (u) = u3. Ïóñòü âåëè÷èíû u− < 0, à u+ > 0. Ðåøå-

íèåì ýòîé çàäà÷è ñëóæèò ôóíêöèÿ

u(t, x) =


u−, x ≤ 3

4
(u−)2t,√

x

3t
,

3

4
(u−)2t < x < 3(u+)2t,

u+, x ≥ 3(u+)2t.

(33)
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ÇÀÊÎÍ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß

Óñëîâèÿ Ðýíêèíà-Ãþãîíèî ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî äðóãèå ñîîáðàæå-
íèÿ, ÷åì áûëî ñäåëàíî âûøå. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è

∂u

∂t
+
∂F (u)

∂x
= 0 (34)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u |t=0= u0(x). (35)

èìååò íåÿâíûé âèä
u = u0(x− F ′u(u)t), (36)

ïîñòðîåíèå êîòîðîãî áûëî ïðîâåäåíî âûøå ñ èñïîëüçîâàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû. Ýòî ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äî òàêîãî âðåìåíè t, ïîêà u(t, x) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé
ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x. Ïðè îáðàçîâàíèè íåîäíîçíà÷íîñòè çàêîí ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íû èçìåíÿåòñÿ, ò.ê. âìåñòî ïåðåõëåñòà â ïðîôèëå âîëíû âîçíèêàåò ðàçðûâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ñîäåðæàùåé ðàçðûâ, ïîëó-

÷èì óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé íà÷àëüíûé ïðîôèëü âîëíû,

êîîðäèíàòó ðàçðûâà è çíà÷åíèå ðåøåíèÿ ñïðàâà è ñëåâà íà ðàçðûâå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

u0(x) = 0 ïðè |x| > X (X � íåêîòîðîå ÷èñëî). (37)

Òîãäà çíà÷åíèå èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

u(t, x)dx, (38)

ãäå u(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (34)-(35), íå áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà âñïîìíèì, ÷òî ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (34) êîíå÷íà, è ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ëîêàëüíîñòè (37) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ
ôóíêöèè u(t, x) íå òîëüêî ïðè t = 0, íî è äëÿ ëþáîãî âðåìåíè t. Ïîñëå ÷åãî ïðîèíòåãðè-
ðóåì óðàâíåíèå (34) â ïîëîñå [0, T ]×R

T∫
0

+∞∫
−∞

∂u(t, x)

∂t
dxdt+

T∫
0

+∞∫
−∞

∂F (u(t, x))

∂x
dxdt = 0 (39)

è çàìåòèì, ÷òî

+∞∫
−∞

∂F (u(t, x))

∂x
dx = lim

x→+∞
F (u(t, x))− lim

x→−∞
F (u(t, x)) = 0 (40)

â ñèëó ëîêàëüíîñòè âîçìóùåíèÿ.
Ó÷èòûâàÿ (40) â ðàâåíñòâå (39), ïîëó÷àåì, ÷òî

+∞∫
−∞

u(T, x)dx =

+∞∫
−∞

u(0, x)dx,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â 39 äîñòàòî÷íî

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

lim
x→+∞

F (u(t, x)) = lim
x→−∞

F (u(t, x)),

ò. å. óñëîâèå ëîêàëüíîñòè (37) ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâî ôóíêöèè u âíå îãðàíè-

÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé íåêîòîðîé âåëè÷èíå èëè äàæå ðàçíûì

âåëè÷èíàì u−∞ è u+∞, íî ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

F (u−∞) = F (u+∞).
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Ðèñ. 7: îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû ðàçðûâà

Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà (38) îò âðåìåíè t îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà u. Ýòîò ðåçóëüòàò âïîëíå î÷åâèäåí è îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì ñðåäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó, íà
êîòîðóþ íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû. Íî ñèñòåìà îñòàåòñÿ çàìêíóòîé è ïîñëå îáðàçîâà-
íèÿ ðàçðûâà. Ñëåäîâàòåëüíî, èìïóëüñ è â ýòîì ñëó÷àå äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ.

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ôðîíòà â íåîäíîçíà÷íîì ïðîôèëå âîëíû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7.
Äëÿ òîãî ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ íå èçìåíèëîñü è ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâà, ôðîíò
íóæíî ïðîâîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòñåêàåìûå îò îáåèõ ÷àñòåé ïåðåõëåñòà ïëîùàäè
S1 è S2 (çàøòðèõîâàííûå íà ðèñóíêå) áûëè ðàâíû.
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Îïðåäåëèì êîîðäèíàòó ðàçðûâà xp àíàëèòè÷åñêè. Èñõîäÿ èç ðèñ. 7, ïðàâèëî �ðàâåí-
ñòâà ïëîùàäåé� ìîæíî çàïèñàòü òàê:

d

dt

u+∫
u−

[x(u)− xp]du = 0

èëè
u+∫

u−

dx(u)

dt
du = (u+ − u−)

dxp
dt

.

Ïîñêîëüêó íåîäíîçíà÷íûé ïðîôèëü èñêàæåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ñèñòåìû

dx(u)

dt
= F ′u(u),

ïîëó÷àåì
u+∫

u−

F ′u(u)du = (u+ − u−)
dxp
dt

.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

F (u)|u
+

u− = (u+ − u−)
dxp
dt

. (41)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî 41 ÿâëÿåòñÿ óæå èçâåñòíûì íàì óñëîâèåì Ðýíêèíà-Ãþãîíèî. Ýòà
ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü êî-
îðäèíàòó ðàçðûâà xp ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì �ñêà÷êà� u−(x) è u+(x).
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Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ðàçðûâà áóäåò ñîñòàâëåíà, åñëè
äîáàâèòü ê 41 äâà óðàâíåíèÿ äëÿ u− è u+. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u− è u+ ðàñïîëîæåíû íà
ïðîôèëå âîëíû 36, ïîëó÷àåì

u− = u−0 (xp − F ′u(u−)t), u+ = u+
0 (xp − F ′u(u+)t).

Çäåñü u−0 è u+
0 � ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ôîðìó âîëíû íà ó÷àñòêàõ äî è ïîñëå ðàçðûâà,

ò.å. ïðè x < xp è x > xp. Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷èâ ÷åðåç f1 è f2 ôóíêöèè, îáðàòíûå ê
u−0 è u+

0 , ïîëó÷àåì
xp = f1(u−) + F ′u(u−)t,
xp = f2(u+) + F ′u(u+)t,
dxp
dt

=
F (u+)− F (u−)

u+ − u−
.

(42)

Ýòî ñèñòåìà èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí: êîîðäèíàòû ðàçðûâà
xp è âåëè÷èí u−(x), u+(x), îïðåäåëÿþùèõ �àìïëèòóäó� ñêà÷êà.
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Ðèñ. 8: òðåóãîëüíîå âîçìóùåíèå

Äëÿ èëëþñòðàöèè òåõíèêè ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé 42 ðå-
øèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó îá èçìåíåíèè àìïëèòóäû è äëèòåëüíîñòè îäèíî÷íîãî òðåóãîëü-
íîãî âîçìóùåíèÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì Õîïôà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0.

Òàêîå âîçìóùåíèå â àêóñòèêå íàçûâàþò îäíîïîëÿðíûì òðåóãîëüíûì èìïóëüñîì. Èñõîä-
íàÿ ôîðìà âîçìóùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

u0(x) =


0, x < −1,
1 + x, −1 ≤ x ≤ 0,
0, x > 0,

(43)

çíà÷åíèÿ êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíû âî âñåõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó âñå õàðàêòåðèñòèêè äàííîé
çàäà÷è îáðàçîâûâàþò óãîë, íå ïðåâûøàþùèé 90◦ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè x,
è ñëåäîâàòåëüíî, âîçìóùåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé ñ ðîñòîì t.
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Ðèñ. 9: èñêàæåíèå ôîðìû òðåóãîëüíîãî èìïóëüñà

Íàéäåì òåïåðü êîîðäèíàòó ðàçðûâà xp è âåëè÷èíó àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ñëåâà íà ðàç-
ðûâå. Ïîñêîëüêó ñïðàâà íà ðàçðûâå ðåøåíèå ðàâíî 0, ïîýòîìó âìåñòî òðåõ óðàâíåíèé 42
íóæíî ðåøàòü òîëüêî äâà

xp = u− − 1 + u−t,
dxp
dt

= u−/2.
(44)

Ðåøàÿ ñèñòåìó 44 ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ xp(0) = 0, ïîëó÷àåì

xp =
√

1 + t− 1,
u− = 1/

√
1 + t.

(45)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 43 ðàâíî íóëþ ïðè
x ≤ −1 è x ≥

√
1 + t − 1. Ôóíêöèþ u(t, x) ïðè x ∈ [−1;

√
1 + t − 1] íàéäåì, ðåøèâ

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó
dX

dt
= u,

dU

dt
= 0,

c íà÷àëüíûì óñëîâèåì 43. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

u(t, x) =
1 + x

1 + t
ïðè x ∈ [−1;

√
1 + t− 1].

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ è äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðî-
öåññ èñêàæåíèÿ ôîðìû ñèììåòðè÷íîãî òðåóãîëüíîãî èìïóëüñà, ÿâëÿþùåãî íà÷àëüíûì
óñëîâèåì óðàâíåíèÿ Õîïôà (êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 9). Íà ïåðâîì ýòàïå, äî ìîìåíòà îáðàçî-
âàíèÿ ðàçðûâà, ôîðìà âîçìóùåíèÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (êðèâûå 2,3). Êàê òîëüêî ïåðåäíèé ôðîíò èìïóëüñà ïðèìåò
âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå (êðèâàÿ 3), èñêàæåíèå ïðîôèëÿ (êðèâûå 4,5) áóäåò îïèñûâàòüñÿ
íàéäåííûì âûøå ðåøåíèåì.
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Ðèñ. 10: äâóïîëÿðíûé èìïóëüñ

ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÄÂÓÏÎËßÐÍÎÃÎ ÈÌÏÓËÜÑÀ

Ðåøèì òåïåðü óðàâíåíèå Õîïôà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (46)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â âèäå äâóïîëÿðíîãî èìïóëüñà (ñì. ðèñ. 10). Ïóñòü

u0(x) =


0, x ≤ a, x ≥ b,
k1x+ v1, a ≤ x ≤ 0,
k2x+ v2, 0 ≤ x ≤ b.

(47)

Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû, çàäàþùèå ôóíêöèþ u0, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâàì

k1 ≥ 0, k2 ≥ 0, v1 ≥ 0, v2 ≤ 0.

Ïðè k2 = 0, v2 = 0 ïîëó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé � îäíîïîëÿðíûé òðåóãîëüíûé èìïóëüñ.
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Ñèñòåìà 42 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

xp =
u− − v1

k1
+ u−t,

xp =
u+ − v2

k2
+ u+t,

dxp
dt

=
u+ + u−

2
.

Äàííàÿ ñèñòåìà ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

u− =
k1xp(t) + v1

1 + k1t
,

u+ =
k2xp(t) + v2

1 + k2t
,

dxp
dt

=
u+ + u−

2
.

(48)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ u− è u+ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì

dxp
dt

=
1

2

(
k1xp(t) + v1

1 + k1t
+
k2xp(t) + v2

1 + k2t

)
,

dxp
dt
− 1

2

(
k1

1 + k1t
+

k2

1 + k2t

)
xp =

1

2

(
v1

1 + k1t
+

v2

1 + k2t

)
,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xp(0) = 0.
Ðåøåíèåì ïðè k1 6= k2 ïîëó÷èâøåéñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

xp(t) =

=
v1(1 + k2t)− v2(1 + k1t) + (v2 − v1)

√
(1 + k2t)(1 + k1t)

k2 − k1
=

=
1

k2 − k1

(
v1

√
1 + k2t+ v2

√
1 + k1t

) (√
1 + k2t−

√
1 + k1t

)
.

Â ñëó÷àå k1 = k2 = k äëÿ xp èìååì óðàâíåíèå

dxp
dt
− k

1 + kt
xp =

1

2

v1 + v2

1 + kt

ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì xp(0) = 0. Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

xp(t) =
1

2
(v1 + v2)t. (49)

Ïðè k1 6= k2 ïðèâåäåì ôîðìóëó äëÿ xp(t) ê áîëåå óäîáíîìó âèäó:

xp(t) =

=
1

k2 − k1

(
v1

√
1 + k2t+ v2

√
1 + k1t

) (√
1 + k2t−

√
1 + k1t

)
=

=
1

k2 − k1

v1

√
1 + k2t+ v2

√
1 + k1t√

1 + k2t+
√

1 + k1t
((1 + k2t)− (1 + k1t)) =
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=
v1

√
1 + k2t+ v2

√
1 + k1t√

1 + k2t+
√

1 + k1t
t. (50)

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ xp(t) íàéäåì âðåìÿ t, ïðè êîòîðîì äâóïî-
ëÿðíûé òðåóãîëüíûé èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ îäíîïîëÿðíûì òðåóãîëüíûì.

Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå 47. Ïóñòü v1, v2, k1 è k2 íå ðàâíû íóëþ è

v1 = −µv2, ïðè µ > 0,

k1 = λk2, ïðè λ > 0.

S1, S2 � ïëîùàäè âåðõíåãî è íèæíåãî òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî ïðè t = 0. Òîãäà

xp(t) =
v2t

(√
1 + λk2t− µ

√
1 + k2t

)
√

1 + k2t+
√

1 + λk2t
,

S1 = −1

2
v1a =

v2
1

2k1
,

S2 = −1

2
v2b =

v2
2

2k2
,

S1

S2
=

(
v1

v2

)2 k2

k1
=
µ2

λ
.

Ðåøèì óðàâíåíèå xp(t0) = b, ò.å. óðàâíåíèå

v2t0
(√

1 + λk2t0 − µ
√

1 + k2t0
)

√
1 + k2t0 +

√
1 + λk2t0

= −v2

k2
.

Åñëè ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå t0, òî ïðè t = t0 ðàçðûâ áóäåò èìåòü
êîîðäèíàòó b, ò.å. èìïóëüñ ïðåâðàòèòüñÿ â òðåóãîëüíûé.

k2t0
(
µ
√

1 + k2t0 −
√

1 + λk2t0
)

=
√

1 + k2t0 +
√

1 + λk2t0,√
1 + k2t0 (µk2t0 − 1) =

√
1 + λk2t0 (t0k2 + 1) ,

(µk2t0 − 1) =
√

(1 + λk2t0)(1 + t0k2),

(µk2t0 − 1)2 = (1 + λk2t0)(1 + t0k2).

Ïîñëå òîãî êàê ïîëó÷èì ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî

µk2t0 − 1 ≥ 0. (51)

Ðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

1− 2µk2t0 + µ2k2
2t

2
0 = 1 + (1 + λ)k2t0 + λt20k

2
2),

k2t0(1 + 2µ+ λ) = t20k
2
2(µ2 − λ).

Ïîñêîëüêó t0k2 6= 0, òî

t0 =
1 + 2µ+ λ

k2(µ2 − λ)
. (52)
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Ïîñêîëüêó â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé âåëè÷èíû λ, µ è k2 ïîëîæèòåëüíû, òî çíà÷åíèå
t0, ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå 52, ïîëîæèòåëüíî ëèøü ïðè µ2 − λ > 0, ò.å. ïðè S1 > S2.
Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè µ2 − λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 51. Äåéñòâèòåëüíî,

µ
1 + 2µ+ λ

λ− µ2
− 1 =

λ− µ2 + 2µ2 + λµ+ µ

µ2 − λ
=
λ+ µ2 + λµ+ µ

µ2 − λ
≥ 0.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî óðàâíåíèå xp(t) = b èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, îïðåäå-
ëÿåìîå ôîðìóëîé 52 ëèøü ïðè S1 > S2.

Àíàëîãè÷íî äëÿ óðàâíåíèÿ xp(t) = a, ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè
S1 < S2, è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

t0 =
µ(2λ+ µ+ µλ)

λk2(λ− µ2)
. (53)

Êàê äâèæåòñÿ äâóïîëÿðíûé èìïóëüñ ïðè âîçðàñòàíèè t?
Ïóñòü u(t = 0, x) = u0(x), ãäå u0(x) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 47. Åñëè S1 > S2, òî íà

ïðîìåæóòêå t < t0, ãäå t0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 52, èìïóëüñ îñòàåòñÿ äâóïîëÿðíûì è
â ìîìåíò t îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

u(t, x) =


0, x ≤ a, x ≥ b,
k1x+ v1

1 + k1t
, x ∈ [a, xp],

k2x+ v2

1 + k2t
, x ∈ [xp, b].

(54)

Çäåñü xp(t) íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû 50.
Ïðè t = t0 ñèãíàë ïðåâðàùàåòñÿ â òðåóãîëüíûé:

u(t0, x) =

 0, x ≤ a, x > b,
k1x+ v1

1 + k1t0
, x ∈ [a, b].

Äåëàÿ çàìåíó t̃ = t− t0, x̃ = x− b è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó 50 äëÿ ñëó÷àÿ

ṽ2 = k̃2 = 0, k̃1 =
k1

1 + k1t0
, ṽ1 =

k1b+ v1

1 + k1t0
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè t ≥ t0, ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ôîðìó ñèãíàëà, èìåþò âèä

u(t, x) =


0, x ≤ a, x > xp,

k̃1x̃+ ṽ1

1 + k̃1t̃0
, x ∈ [a, xp],

ãäå xp(t) = x̃p(t̃) + b,

x̃p(t̃) =
ṽ1

k̃1

(√
1 + t̃k̃1 − 1

)
.

Åñëè S1 < S2, òî ïðè t ∈ [0, t0), ãäå t0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 53, èìïóëüñ îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèåé 54 è ÿâëÿåòñÿ äâóïîëÿðíûì. Ïðè t = t0 èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíûì

u(t0, x) =

 0, x < a, x ≥ b,
k2x+ v2

1 + k2t0
, x ∈ [a, b].
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Ïðè t ≥ t0 äëÿ u(t, x) èìååì

u(t, x) =


0, x < xp, x ≥ b,
k̃2x̃+ ṽ2

1 + k̃2t̃0
, x ∈ [xp, b],

ãäå

k̃2 =
k2

1 + k2t0
, ṽ2 =

k2a+ v2

1 + k2t0
,

xp(t) = x̃p(t̃) + a, t̃ = t− t0, x̃ = x− a,

x̃p(t̃) =
ṽ2

k̃2

(√
1 + t̃k̃2 − 1

)
.
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Ðèñ. 11: íà÷àëüíàÿ ôîðìà èìïóëüñà èç ïðèìåðà 1

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÄÂÓÏÎËßÐÍÎÃÎ ÈÌÏÓËÜÑÀ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ íà÷àëüíûõ äâóïîëÿðíûõ èìïóëüñîâ è íà èõ ïðè-
ìåðå ðàçáåðåì, îïèñàííûé âûøå îáùèé ñëó÷àé èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü

u0(x) =


0 , x ≤ −1, x ≥ 1,
x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,
x− 1, 0 ≤ x ≤ 1.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 11.
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Ðèñ. 12: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t = 1 èç ïðèìåðà 1

Â ýòîì ñëó÷àå
k1 = 1, v1 = 1, k2 = 1, v2 = −1

è ñèñòåìà (48) ïðèíèìàåò âèä

u− =
xp(t) + 1

1 + t
, u+ =

xp(t)− 1

1 + t
,

dxp
dt

=
u+ + u−

2
=
xp(t)

1 + t
.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî xp(t) = c(t+ 1).
Ïðè t = 0 êîîðäèíàòà ðàçðûâà ðàâíà íóëþ: xp(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, c = 0. Òî-

ãäà xp(t) ≡ 0, ò.å. ðàçðûâ îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Òàêîé æå âûâîä ìîæíî áûëî ñäåëàòü íà
îñíîâàíèè ôîðìóëû (49). Çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êå ðàçðûâà ðàâíû

u− =
1

1 + t
, u+ = − 1

1 + t
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ: ñóììàðíàÿ ïëîùàäü èìïóëüñà îñòà-
åòñÿ ðàâíîé íóëþ. Íàïðèìåð, ïðè t = 1 u− = 1

2 , u
+ = −1

2 (ñì. ðèñ. 12). Ïðè t → +∞
u+, u− → 0 èìïóëüñû ïîñòåïåííî �ïîãëîùàþò� äðóã äðóãà.
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Ðèñ. 13: íà÷àëüíàÿ ôîðìà èìïóëüñà èç ïðèìåðà 2

Ïðèìåð 2. Ïóñòü

u0(x) =


0 , x ≤ −3, x ≥ 1,
x+ 3, −3 ≤ x ≤ 0,
x− 1, 0 ≤ x ≤ 1.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 13.
Çäåñü

k1 = 1, v1 = 3, k2 = 1, v2 = −1,

è ñèñòåìà (48) ïðèíèìàåò âèä

u− =
xp(t) + 3

1 + t
, u+ =

xp(t)− 1

1 + t
,

dxp
dt

=
xp(t) + 1

1 + t
.
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Ðèñ. 14: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t = 1/2 èç ïðèìåðà 2

Îòêóäà xp(t) + 1 = c(1 + t), xp(t) = −1 + c(1 + t). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàçðûâ â íóëå :

0 = −1 + c. Çíà÷èò, xp(t) = t - ðàçðûâ äâèæåòñÿ âïðàâî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ dxp

dt = 1.
Ýòî òàêæå âèäíî èç ôîðìóëû (49).

Ïðè t ∈ [0, 1) u− = t+3
1+t , u

+ = t−1
1+t . Íàïðèìåð, ïðè t = 1

2 xp = 1
2 , u

− = 7
3 , u

+ = −1
3

(ñì. ðèñ. 14).
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Ðèñ. 15: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t = 1 èç ïðèìåðà 2

Èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ îäíîïîëÿðíûì òðåóãîëüíûì â ìîìåíò âðåìåíè t = 1, êîãäà åãî
êîîðäèíàòà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé xp = 1. Â ýòîò ìîìåíò xp = 1, u− = 2, u+ = 0, ëåâûé
èìïóëüñ ïîëíoñòüþ �ïîãëîùàåò� ïðàâûé (ñì. ðèñ. 15).

u(1, x) =

{
0 , x ≤ −3, x ≥ 1,

1
2x+ 3

2 , −3 ≤ x ≤ 1.
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Ðèñ. 16: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t > 1 èç ïðèìåðà 2

Äàëåå ðàçðûâ äâèæåòñÿ âïðàâî ñ óáûâàþùåé ñêîðîñòüþ, ïî çàêîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ
îäíîïîëÿðíîãî òðåóãîëüíîãî èìïóëüñà. Àìïëèòóäà ðàçðûâà óìåíüøàåòñÿ (ñì. ðèñ 16).
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Ðèñ. 17: íà÷àëüíàÿ ôîðìà èìïóëüñà èç ïðèìåðà 3

Ïðèìåð 3. Ïóñòü

u0(x) =


0 , x ≤ −3, x ≥ 2,
x+ 3, −3 ≤ x ≤ 0,
2x− 4, 0 ≤ x ≤ 2.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 17.
Â ýòîì ñëó÷àå

k1 = 1, v1 = 3, k2 = 2, v2 = −4.

è ñèñòåìà (48) ïðèíèìàåò âèä

u− =
xp(t) + 3

1 + t
, u+ =

2xp(t)− 4

1 + 2t
,

dxp
dt

=
u+ + u−

2
=

1

2

(
xp(t) + 3

1 + t
+

2xp(t)− 4

1 + 2t

)
.
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Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dxoä
dt

=
1

2

(
xoä
1 + t

+
2xoä
1 + 2t

)
,

lnxoä =
1

2

∫ (
1

1 + t
+

2

1 + 2t

)
dt =

1

2

(
ln(1 + t) + ln(1 + 2t) + c′

)
,

xoä = c(1 + t)
1
2 (1 + 2t)

1
2 .

Òåïåðü ðåøèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â íåãî xp(t) = c(t)xîä,

ãäå xîä = (1 + t)
1
2 (1 + 2t)

1
2 - óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ.

c(t)
dxîä
dt

+ c′(t)(1 + t)
1
2 (1 + 2t)

1
2 =

=
c(t)

2

(
xîä
1 + t

+
2xîä
1 + 2t

)
+

1

2

(
3

1 + t
− 4

1 + 2t

)
.

Ïåðâûå ñëàãàåìûå ñëåâà è ñïðàâà âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, ïîýòîìó

c(t) =
1

2

∫ (
3

(1 + t)
3
2 (1 + 2t)

1
2

− 4

(1 + t)
1
2 (1 + 2t)

3
2

)
dt =

(1 + t = b2, dt = 2bdb)

=
1

2

∫ (
3 · 2b

b3(2b2 − 1)
1
2

− 4 · 2b
b(2b2 − 1)

3
2 )

)
db =

=
1

2

∫  6

b3(2− 1
b2

)
1
2

− 8

b3(2− 1
b2

)
3
2

 db =

=
1

2

∫ (
−1

2

) 6

(2− 1
b2

)
1
2

− 8

(2− 1
b2

)
3
2

 d 1

b2
=

= −1

4

−6

(
2− 1

b2

) 1
2

· 2 +
8 · 2

−
(
2− 1

b2

) 1
2

+ c0 =

(b2 = 1 + t)

= 3

(
1 + 2t

1 + t

) 1
2

+ 4

(
1 + t

1 + 2t

) 1
2

+ c0.

Èòàê, xp(t) = 3(1 + 2t) + 4(1 + t) + c0(1 + 2t)
1
2 (1 + t)

1
2 . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàçðûâ â íóëå.

Çíà÷èò, 0 = 3 + 4 + c0, è ñëåäîâàòåëüíî, c0 = 7. Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü êîðäèíàòû
ðàçðûâà îò âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

xp(t) = 10t+ 7− 7
√

1 + t
√

1 + 2t.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò çàêîí â îáùåì ñëó÷àå çàïèñàí ôîðìóëîé (50).
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Âûÿñíèì, êàê äâèæåòñÿ ëèíèÿ ðàçðûâà:

dxp
dt

= 10− 7
√

1 + 2t

2
√

1 + t
− 7
√

1 + t√
1 + 2t

.

Ïðè t = 0
dxp

dt < 0. Çàòåì dxp

dt ðàñòåò è ïðè íåêîòîðîì t′ ìåíÿåò çíàê. Ïîñëå ÷åãî ïðè

t ∈ (t′,+∞)
dxp

dt > 0.
Óðàâíåíèå äëÿ t′ :

10− 7
√

1 + 2t′

2
√

1 + t′
− 7
√

1 + t′√
1 + 2t′

= 0.

Ïóñòü λ =
√

1+2t′√
1+t′

, òîãäà

10− 7

2
λ− 7

λ
= 0. (55)

Â ñëó÷àå

λ1 =
10−

√
2

7
,

äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè t′ èìååì óðàâíåíèå

1 + 2t′

1 + t′
=

102± 20
√

2

49
.

Îòêóäà âðåìÿ t′ ðàâíî

t′ =
53− 20

√
2

20
√

2− 3
.

Âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (55) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîðîííèì, ïîñêîëüêó äàåò íàì t′ < 0.
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Ðèñ. 18: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t = t′ èç ïðèìåðà 3

Ïëîùàäü ëåâîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå ïëîùàäè ïðàâîãî, íî �àìïëèòóäà� ëåâîãî èì-
ïóëüñà ìåíüøå. Ïîýòîìó îò íóëÿ äî t′ �àìïëèòóäà� âëèÿåò íà äâèæåíèå ðàçðûâà: êîîðäè-
íàòà xp(t) óìåíüøàåòñÿ, íå äîñòèãàÿ x = −3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áûëî áû ïðîòèâîðå÷èå
ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ, òàê êàê ñóììàðíàÿ ïëîùàäü íà÷àëüíîãî èìïóëüñà ó íàñ áîëüøå
íóëÿ (ñì. ðèñ 18).

Íà÷èíàÿ ñ t′, ðàçðûâ äâèæåòñÿ âïðàâî, è ïðè íåêîòîðîì t0 èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ îäíî-
ïîëÿðíûì òðåóãîëüíûì (êîãäà ëèíèÿ ðàçðûâà ïåðåñåêàåò x = 2).
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Ðèñ. 19: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t = t0 èç ïðèìåðà 3

Íàéäåì t0:
10t0 + 7− 7

√
1 + t0

√
1 + 2t0 = 2,

10t0 + 5− 7
√

1 + t0
√

1 + 2t0 = 0,
√

1 + 2t0(5
√

1 + 2t0 − 7
√

1 + t0) = 0.

Ïîñêîëüêó
√

1 + 2t0 > 0, ñëåäîâàòåëüíî,

5
√

1 + 2t0 = 7
√

1 + t0,

25 + 50t0 = 49 + 49t0,

t0 = 24.

Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííîå çíà÷åíèå t0 ìîãëî áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå (52).
Çíà÷åíèÿ u− è u+ â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 24 ðàâíû

u− =
2 + 3

1 + 24
=

1

5
, u+ = 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèå ïðè t0 = 24 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèåé (ñì. ðèñ 19)

u(24, x) =

{
0 , x ≤ −3, x ≥ 2,

1
25x+ 3

25 , −3 ≤ x ≤ 2.
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Ðèñ. 20: ôîðìà èìïóëüñà ïðè t > t0 èç ïðèìåðà 3

Äàëåå ðàçðûâ äâèæåòñÿ âïðàâî ñ óáûâàþùåé ñêîðîñòüþ, àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ ñî-
ãëàñíî çàêîíàì ðàñïðîñòðàíåíèÿ îäíîïîëÿðíîãî òðåóãîëüíîãî èìïóëüñà. (ñì. ðèñ 20).
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Ðèñ. 21: íà÷àëüíàÿ ôîðìà èìïóëüñà èç ïðèìåðà 4

Ïðèâåäåì ïðèìåð äâóïîëÿðíîãî èìïóëüñà, ðàçðûâ êîòîðîãî áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ñàìîãî
íà÷àëà ìîíîòîííî âëåâî.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü

u0(x) =


0 , x ≤ −2, x ≥ 1,
x

2
+ 1, −2 ≤ x ≤ 0,

4x− 4, 0 ≤ x ≤ 1.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 21.
Â ýòîì ñëó÷àå

k1 = 1/2, v1 = 1, k2 = 4, v2 = −4

è ñèñòåìà (48) ïðèíèìàåò âèä

u− =
xp(t) + 2

2 + t
, u+ =

4xp(t)− 4

1 + 4t
,

dxp
dt

=
xp(t) + 2

2(2 + t)
+ 2

xp(t)− 1

1 + 4t
.

Ôóíêöèÿ xp(t), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû, ñîãëàñíî ôîðìóëå (50) çàïèñû-
âàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

xp(t) =

√
2 + 8t− 4

√
2 + t√

2 + 8t+
√

2 + t
t.

Ïîñêîëüêó
√

2 + 8t < 4
√

2 + t ïðè t > 0, òî êîîðäèíàòà ðàçðûâà áóäåò îòðèöàòåëüíîé ïðè
ëþáîì t > 0. Ïîêàæåì, ÷òî åå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü. Äëÿ
ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé √

2 + 8t

2 + t
= z.
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Îòêóäà t = 2
z2 − 1

8− z2
. Ïðîìåæóòêó èçìåíåíèÿ t ∈ [0;∞) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë èçìåíåíèÿ

z ∈ [1; 2
√

2). Ïîýòîìó íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

xp = 2
(z − 4)(z2 − 1)

(z + 1)(8− z2)
= 2

z2 − 5z + 4

8− z2

áóäåò ìîíîòîííî óáûâàòü íà èíòåðâàëå [1; 2
√

2).
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

xp
dz

= 2
−5z2 + 24z − 40

8− z2
< 0

äëÿ âñåõ z èç [1; 2
√

2).

Ïðè t =
17

4
êîîðäèíàòà ðàçðûâà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé -2 è èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ îäíîïî-

ëÿðíûì. Âåëè÷èíà u+ ïðè ýòîì ðàâíà 52/21.
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Ðèñ. 22: íà÷àëüíàÿ ôîðìà èìïóëüñà èç ïðèìåðà 5

Â ïðèìåðå 1 êîîðäèíàòà ðàçðûâà ïîñòîÿííà è èìïóëüñû ïîñòåïåííî �ïîãëîùàþò� äðóã
äðóãà. Ïðèâåäåì ïðèìåð íà÷àëüíîé ôóíêöèè, êîãäà ñóììàðíàÿ ïëîùàäü èìïóëüñîâ áóäåò
ðàâíà íóëþ, íî xp áóäåò ìåíÿòüñÿ.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü

u0(x) =


0 , x ≤ −2, x ≥ 1,
x+ 2, −2 ≤ x ≤ 0,
4x− 4, 0 ≤ x ≤ 1.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 22.
Â ýòîì ñëó÷àå

k1 = 1, v1 = 2, k2 = 4, v2 = −4

è ñèñòåìà (48) ïðèíèìàåò âèä

u− =
xp(t) + 2

1 + t
, u+ =

4xp(t)− 4

1 + 4t
,

dxp
dt

=
xp(t) + 2

2(1 + t)
+ 2

xp(t)− 1

1 + 4t
.

Ôóíêöèÿ xp(t), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû, ñîãëàñíî ôîðìóëå (50) çàïèñû-
âàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

xp(t) = 2

√
1 + 4t− 2

√
1 + t√

1 + 4t+
√

1 + t
t.

Ò.ê.
√

1 + 4t < 2
√

1 + t ïðè t > 0, òî êîîðäèíàòà ðàçðûâà áóäåò îòðèöàòåëüíîé ïðè ëþ-
áîì t > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïëîùàäè èìïóëüñîâ ðàâíû, òî xp íèêîãäà íå ñòàíåò
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ðàâíûì -4. Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû ðàçðûâà, êàê è â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:√

1 + 4t

1 + t
= z.

Òîãäà t =
z2 − 1

4− z2
. Ïðîìåæóòêó èçìåíåíèÿ t ∈ [0;∞) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë èçìåíåíèÿ

z ∈ [1; 2). Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

xp = 2
(z − 2)(z2 − 1)

(z + 1)(4− z2)
= 2

1− z
z + 2

.

Îíà áóäåò ìîíîòîííî óáûâàòü íà èíòåðâàëå [1; 2), ïîñêîëüêó

xp
dz

=
−6

(z + 2)2
< 0

äëÿ âñåõ z èç [1; 2
√

2).
Çíà÷åíèÿ xp ìåíÿþòñÿ îò 0 ïðè t = 0 äî -1/2 ïðè t→∞. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè

ðàçðûâà ê âåëè÷èíå -1/2 èìïóëüñû ïîãëîùàþò äðóã äðóãà.
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