
ÑÏÅÖÊÓÐÑ

1/2 ãîäà

êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ

ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß
ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÇÀÄÀ×

ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

ëåêòîð - äîöåíò Ïîïîâ Àíàòîëèé Âàäèìîâè÷

2025 ã.

ÒÅÌÀ 10.

Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ïðîãîíêè

ðàáî÷èé êîíñïåêò

© Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 2025 ã.
© À.Â.Ïîïîâ, 2025 ã.

1



ÑËÀÓ Ñ ÒÐÅÕÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÛÌÈ ÌÀÒÐÈÖÀÌÈ

Ìíîãèå àëãîðèòìû, èç àêòèâíî èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ (÷àñòî ìíîãîêðàòíîìó) ÑËÀÓ ñ òðåõäèàãîíàëüíûìè ìàò-
ðèöàìè

Ax = d,

ãäå

A =



b1 c1 0 0 0 . . . 0
a2 b2 c2 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 0 ak bk ck 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 0 an bn


.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû A.

Àëãîðèòì ïðîãîíêè (ïðàâîé ïðîãîíêè), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ òà-
êèìè ìàòðèöàìè, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì

α1 = −c1/b1, β1 = d1/b1,

αk =
−ck

bk + akαk−1
, βk =

dk − ak ∗ βk−1

bk + akαk−1
k = 2, . . . , n− 1,

xn =
dn − an ∗ βn−1

bn + anαn−1
,

xk = αkxk+1 + βk k = n− 1, . . . , 1. (1)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûïèñàòü ôîðìóëû ëåâîé è âñòðå÷íîé ïðîãîíîê.

• Ìåòîä ïðîãîíêè áûë ïðåäëîæåí È.Ì.Ãåëüôàíäîì è Î.Â.Ëîêóöèåâñêèì.
• Ôîðìóëû ïðîãîíêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåòîä Ãàóññà áåç âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà,

íî ñ ó÷åòîì òðåõäèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû.
• Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà

íåèçâåñòíûõ òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü ïîðÿäêà 8n àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Òàêèì îáðà-

çîì, ìû èìååì ëèíåéíûé ðîñò êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â çàâè-

ñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

• Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðîãîíêè âàæíî ïîíèìàòü ãðàíèöû âîçìîæíîãî åãî ïðè-
ìåíåíèÿ.

2



ÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÎÅ ÏÐÅÎÁËÀÄÀÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà |ak| 6= 0 è |ck| 6= 0 ïðè k = 2, . . . , n− 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ÑËÀÓ íå ðàñïàäàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü ÑËÀÓ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

ÒÅÎÐÅÌÀ Äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå ó ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ äîñòî÷íûì óñëîâèåì
ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîãîíêè:

|bk| ≥ |ak| + |ck|, k = 2, . . . , n− 1,

|c1| ≤ |b1|, |an| ≤ |bn|, |c1| + |an| < |b1| + |bn|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

|αk| ≤ 1, äëÿ k = 1, . . . , n− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |αk| ≤ 1, è ïîêàæåì, ÷òî |αk+1| ≤ 1. Ò.ê. |α1| =
|c1|
|b1|
≤ 1, òî îòñþäà

è áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî |αk| ≤ 1 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n− 1.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

|bk + akαk−1| − |ck| ≥ |bk| − |αk−1||ak| − |ck| ≥ |ak|(1− |αk−1|) ≥ 0.

Ïîñêîëüêó |ck| 6= 0, òî |bk + akαk−1| > 0, ò.å.

|αk| =
−ck

bk + akαk−1
≤ 1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî |αk| < 1, åñëè |αk−1| < 1; âñå |αk| < 1 ïðè |α1| < 1.
Îöåíèì ñíèçó çíàìåíàòåëü â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ xn:

|bn + anαn−1| ≥ |bn| − |αn−1||an| ≥ |bn|(1−
|an|
|bn|
|αn−1|) > 0,

òàê êàê ëèáî |an|/|bn| < 1, ëèáî |αn−1| < 1.
Òàêèì îáðàçîì, çíàìåíàòåëè â ôîðìóëàõ ïðîãîíêè îòëè÷íû îò íóëÿ è àëãîðèòì ðåà-

ëèçóåì.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ Åñëè õîòÿ áû â îäíîé ñòðîêå k0 ìàòðèöû A åñòü ñòðîãîå äèàãîíàëü-
íîå ïðåîáëàäàíèå, òî |αk| < 1 äëÿ âñåõ k ≥ k0. Ïîýòîìó óñëîâèå

|c1| + |an| < |b1| + |bn|

ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì.
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ ÏÐÎÃÎÍÊÈ

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ðåøåíèå ÑËÀÓ
ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìóë ïðîãîíêè. Âû÷èñëåíèÿ
ïî ýòèì ôîðìóëàì âåäóòñÿ íà ÝÂÌ ïðèáëèæåííî, ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð. Â
ðåçóëüòàòå îøèáîê îêðóãëåíèÿ ôàêòè÷åñêè íàõîäèòñÿ íå âåêòîð x, à âåêòîð x̃ � ðåøåíèå
òîé æå çàäà÷è ñ âîçìóùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ak, bk, ck è dk. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: íå ïðîèñõîäèò ëè â õîäå âû÷èñëåíèé âîçðàñòàíèÿ îøèáêè îêðóãëåíèÿ, ÷òî ìîæåò
ïðèâåñòè êàê ê ïîòåðå òî÷íîñòè, òàê è íåâîçìîæíîñòè ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ èç-çà ðî-
ñòà ïîëó÷àåìûõ âåëè÷èí.

Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü îïðåäåíèå xk ïî ôîðìóëå

xk+1 = qxk ïðè q > 1. (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî xn = qnx0 è äëÿ ëþáîãî x0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå n0, ïðè êîòîðîì xn0 áóäåò
ìàøèííîé áåñêîíå÷íîñòüþ, ò.å. ïðè îïðåäåëåíèè xn0 ïðîèçîéäåò ïåðåïîëíåíèå ïàìÿòè.

Â ñëó÷àå àëãîðèòìà (2) â ñèëó îøèáîê îêðóãëåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ íå xk, à x̃k èç óðàâ-
íåíèÿ

x̃k+1 = qx̃k + η,

ãäå η � îøèáêà îêðóãëåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè rk = x̃k − xk èìååì
çàäà÷ó

rk+1 = qr̃k + η, r0 = η.

Åå ðåøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

rk = qkη +
qk − 1

q − 1
η.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî îøèáêà rk ïðè q > 1 ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàåò ñ ðîñòîì k.

Â ìåòîäå ïðîãîíêè ðîëü êîýôôèöèåíòà q èãðàþò ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû αk.
Ïîýòîìó óñëîâèå, ÷òî îíè îãðàíè÷åíû ïî ìîäóäþ åäèíèöåé, ãàðàíòèðóåò íåíàêàïëèâàíèå
îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïî ôîðìóëàì (1).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â õîäå âû÷èñëåíèé âîçìóùàþòñÿ è êîýôôèöèåíòû αk, βk, òî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî îøèáêà â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ x ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ÷èñëà óçëîâ

max
k
|rk| ≈ ε0n

2,

ãäå ε0 � îøèáêà îêðóãëåíèÿ. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó òî÷íîñòüþ ε
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ÷èñëîì n óðàâíåíèé è ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð íà ÝÂÌ,
ò.ê.

ε0n
2 ≈ ε.
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ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÀß ÇÀÄÀ×À

Îøèáêó, âíîñèìóþ çà ñ÷åò îêðóãëåíèé ðåçóëüòàòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íà
ÝÂÌ, ìîæíî èññëåäîâàòü ïóòåì âûïèñûâàíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è, äëÿ èññëåäîâàíèÿ
êîòîðîé â äàëüíåéøåì ìîæíî ïðèìåíèòü èçâåñòíûå ìåòîäû îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Ñëå-
äóÿ ðàáîòå Í.Ñ.Áàõâàëîâà [5], ðàçáåðåì ýòîò ñïîñîá íà ïðèìåðå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ îáûêíîâåííîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

u′′ + p(x)u = f(x) (3)

íà îòðåçêå [0, 1] ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ u(0) = a, u(1) = b.
Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

(Lh v)m ≡ vxx̄,m + pm vm = fm, m = 1, . . . ,M − 1,
v0 = a, vM = b.

(4)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìå (4), ñîñòîèò èç óðàâíåíèé âèäà

vm−1 − (2− pmh2) vm + vm+1 = fmh
2. (5)

Ìåòîä ïðîãîíêè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

ϕ0 = u0 = a, C0 = 0,

Cm =
1

2 − pmh2 − Cm−1
, ϕm = Cm(ϕm−1 − fmh

2), m = 1, . . .M − 1

vM = u(1) = b, vm = Cmvm+1 + ϕm, m = M − 1, . . . , 0.

(6)
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Îêðóãëåííîå çíà÷åíèå z∗ ÷èñëà z � ðåçóëüòàò àðèôìåòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ � ìîæíî
çàïèñûâàòü â âèäå z∗ = z(1 + α), ãäå |α| ≤ ε. Äàëåå ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè
âíèçó áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèå ε, à ñ èíäåêñàìè ââåðõó
� âåëè÷èíû, íå ïðåâîñõîäÿùèå íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ, óìíîæåííóþ íà ε. Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

v0 = v∗0, vM = v∗M .

Èìååì,

C∗m =
1 + αm

((2 − pmh2 + ξm) − C∗m−1)(1 + βm)
. (7)

Çäåñü ξm � ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè 2− pmh2,
βm � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷èòàíèÿ

(2 − pmh
2 + ξm) − C∗m−1,

αm � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê çíàìåíàòåëþ.

Ïîëîæèì
1 + βm
1 + αm

= 1 + αm.

Òîãäà (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

C∗m+1 =
1

((2 − p∗mh
2) − C∗m−1

.

Çäåñü
p∗m = pm − ξmh−2 − αm(2 − pmh

2 + ξm − C∗m−1)h−2 =

= pm + βmh−2 + αmC∗m−1h
−2.
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Àíàëîãè÷íî, èìååì

ϕ∗m = (C∗m(ϕ∗m−1 − (fmh
2 + ρm))(1 + ξm))(1 + γm), (8)

v∗m = (C∗mv
∗
m+1(1 + κm) + ϕ∗m)(1 + σm). (9)

Çäåñü ρm � ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû fmh
2,

ξm, γm, κm, σm+1 � ïîãðåøíîñòè äåéñòâèé, óêàçàííûõ â ñêîáêàõ, ïîñëå êîòîðûõ ñòîÿò
ìíîæèòåëè, ñîäåðæàùèå ýòè âåëè÷èíû. Ïîëîæèì,

(1 + γm)(1 + ξm) − 1 = γm,

σm
1 + σm

= σm,
γm

1 + γm
= ξm,

ϕ∗∗m = ϕ∗m + κmC
∗
mv
∗
m+1 + σmv∗m. (10)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

v∗m = C∗mv
∗
m+1 + ϕ∗∗m .

Ïîäñòàâëÿÿ â (8) ϕ∗m−1 è ϕ
∗
m, âûðàæåííûå èç (10) ÷åðåç îñòàëüíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷èì

ϕ∗∗m − κmC
∗
mv
∗
m+1 − σmv∗m

1 + γm
=

= C∗m(ϕ∗∗m−1 − κm−1C
∗
m−1v

∗
m − σm−1v∗m−1 − fmh

2 − ρm). (11)
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Ïîäñòàâèâ ïðåäâàðèòåëüíî

ϕ∗∗m
1 + γm

= ϕ∗∗m − ξmϕ∗∗m = ϕ∗∗m − ξm(v∗m − C∗mv
∗
m+1)

â (11), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (11) â âèäå

ϕ∗∗m = C∗m(ϕ∗∗m−1 − f∗mh
2),

ãäå

f∗m = fm + h−2

[
ρm + κm−1C

∗
m−1v

∗
m + σm−1v∗m−1 −

κm
1 + γm

v∗m+1−

− σm
1 + γm

v∗m (C∗m)−1 − ξm
(
v∗m (C∗m)−1 − v∗m+1

)]
.

(12)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ v∗m, ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ìåòî-
äîì ïðîãîíêè ñ ó÷åòîì îêðóãëåíèé, ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè ñõåìû

(L∗h v
∗)m ≡ v∗xx̄,m + p∗m v

∗
m = f∗m, m = 1, . . . ,M − 1,

v∗0 = a, v∗M = b.
(13)

Ïóñòü ñõåìà (4) ïðèâîäèò ê ÑËÀÓ ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

Av = f .

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âèä íàéäåííûõ ôóíêöèé p∗ è f∗, ÑËÀÓ, ê ðåøåíèþ êîòîðîé ïðèâîäèò
ñõåìà (13), áóäåò ñëåäóþùåãî âèäà

(A + Aε)v
∗ = f + h−2ρ.

Ìàòðèöà Aε � òðåõäèàãîíàëüíàÿ, âñå åå ýëåìåíòû îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ âåëè÷èíîé
Ch−2ε. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè ñ ó÷åòîì îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Äëÿ ñõåìû (4) äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â ïðà-
âîé ÷àñòè îöåíêè áóäåò âèäà Ch−2ε ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû Cj
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé.
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ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ çàäà÷ó îáëàñòè Q = [0, T ]× [0, X]

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
µ
∂u

∂x

)
+ f(t, x), µ > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, X],
u(t, 0) = ul(t), u(t, 1) = ur(t), t ∈ [0, T ].

(14)

Åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ïî ð.ñ.

vt = (µv̂x)x̄, xm ∈ ωh,
v0
m = u0(xm), xm ∈ ω̄h,

vn0 = ul(nτ), vnM = ur(nτ), tn ∈ ω̄τ .
(15)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ðàçíîñòíîå ðåøåíèå íà ñëîå n+ 1 íàõîäèòñÿ èç ÑËÀÓ

(E + τA)v̂ = v + τb,

ãäå A = A∗ > 0 � òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì (M − 1)× (M − 1) è b � âåêòîð
èç RM−1.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è îáûêíîâåííîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû ïî ñïîñîáó
ïðîãîíêè ñ òî÷íîñòüþ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ðàâíîé ε, íàéäåííûé âåêòîð v̂ óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

(E + τA + τAε)v̂
∗ = (1 + ξ) (v + τb),

ãäå ìàòðèöà Aε > 0 � òðåõäèàãîíàëüíàÿ, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|aεij | ≤ C

(
1

τ
+

1

h2

)
ε,

è çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ξ ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû ïîðÿäêà ε.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, âíîñèìàÿ

îêðóãëåíèÿìè ðåçóëüòàòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â îöåíêè òî÷íîñòè â íîðìàõ L2,h è
W 1

2,h, ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà (
1

τ
+

1

h2

)
ε.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÏÅÐÅÍÎÑÀ

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â îáëàñòè
Q = [0, T ]× [0, X]

∂u

∂t
+
∂au

∂x
= 0,

a(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ],
u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, X].

(16)

Åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ïî ð.ñ.

vt,0 +
1

2
(âv̂)x,0 +

1

2
a′0v0 −

h

2

(
(av)xx̄,1 −

1

2
(av)xx̄,2

)
= 0,

vt +
1

2
(âv̂)0

x
+

1

2
âv̂0
x

+
1

2
a′v = 0, 0 < m < M,

vt,M +
1

2
(âv̂)x̄,M +

1

2
a′MvM +

h

2

(
(av)xx̄,M−1 −

1

2
(av)xx̄,M−2

)
= 0,

v0
m = u0(mh), 0 ≤ m ≤M.

(17)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ðàçíîñòíîå ðåøåíèå íà ñëîå n+ 1 íàõîäèòñÿ èç ÑËÀÓ

(Ẽ + τA)v̂ = v + τb,

ãäå Ẽ � ìàòðèöà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò åäèíè÷íîé òîëüêî ïåðâûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòàìè
äèàãîíàëè (îíè ðàâíû ïî 1/2), A = −A∗ > 0 � òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì
(N+1)×(N+1) è b � âåêòîð èç RN+1. Â ñëó÷àå ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå (17),
â ðàáîòå [6] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ âåðíà îöåíêà

|Cm| ≤ C
τ

h
+ 1.

Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû ïî ñïîñîáó ïðîãîíêè ñ òî÷íîñòüþ
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ðàâíîé ε, íàéäåííûé âåêòîð v̂ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(E + τA + τAε)v̂
∗ = (1 + ξ) (v + τb),

ãäå ìàòðèöà Aε > 0 � òðåõäèàãîíàëüíàÿ, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|aεij | ≤ C

(
1

τ
+

1

h

(
1 +

τ

h

))
ε,

è çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ξ ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû ïîðÿäêà ε.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, âíîñèìàÿ

îêðóãëåíèÿìè ðåçóëüòàòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â îöåíêè òî÷íîñòè â íîðìàõ L2,h è
W 1

2,h, ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû ïîðÿäêà(
1

τ
+

1

h

(
1 +

τ

h

))
ε è

(
1

τh
+

1

h2

(
1 +

τ

h

))
ε.
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ÑÕÅÌÛ Ñ ÐÀÑÙÅÏËßÞÙÈÌÈÑß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ

Ðàññìîòðèì ð.ñ., êîòîðàÿ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

B1B2x = b, (18)

ãäå B1 è B2 òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû.
Îò óðàâíåíèÿ (18) ïåðåéäåì ê ñèñòåìå{

B1y = b,
B2x = y.

(19)

Ïóñòü íàì èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè íà ÝÂÌ óðàâíåíèÿ âèäà

Bkzk = dk

ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ z∗k, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(Bk +B∗k)z∗k = (1 + ξk)dk.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ ñèñòåìó (19) ïðè íàëè÷èè îêðóãëåíèé, ìû ïîëó÷àåì äâå ôóíê-
öèè x∗ è y∗, ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì ñèñòåìû{

(B1 +B∗1)y∗ = (1 + ξ1)b,
(B2 +B∗2)x∗ = (1 + ξ2)y∗.

(20)

Ñâåäåì (20) ê îäíîìó óðàâíåíèþ

(B1B2 +B∗)x∗ = b + b∗, (21)

ãäå
B∗ = B∗1B2 +B1B

∗
2 +B∗1B

∗
2 ,

b∗ = ξ1b + (B1 +B∗1)

(
ξ2

1 + ξ2
(B2 +B∗2)x∗

)
.

Ïðîâîäÿ èññëåäîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì çàäà÷è (20), ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ñ
ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèé àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

11



ÑÕÅÌÀ Ñ ÐÀÑÙÅÏËßÞÙÈÌÑß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ
îïåðàòîðà B∗ è âåêòîðà b∗ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖B∗u‖ ≤ Cε
(

1 +
τ

h2
1

)(
1 +

τ

h2
2

)
‖u‖,

‖b∗‖ ≤ Cε
(
‖b‖+

(
1 +

τ

h2
1

)(
1 +

τ

h2
2

)
‖x∗‖

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî ó÷åò îêðóãëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè-
âîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñëàãàåìîìó â ìàæîðàíòå íåðàâåíñòâà, îöåíèâàþùåãî ïîãðåø-
íîñòü ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ â íîðìàõ L2,h è W 1

2,h, âèäà

ε

τ

(
1 +

τ

h2
1

)(
1 +

τ

h2
2

)
.
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ÑÕÅÌÀ Ñ ÐÀÑÙÅÏËßÞÙÈÌÑß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ

Â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ îïåðàòîðà
B∗ è âåêòîðà b∗ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖B∗u‖ ≤ C
(
ε

(
1 +

τ

h2
+
τ2

h2
2

)
(
τh1 + τ2

) (
1 +

τ

h1

)
h2

1

+ 1

+

+ε

(
1 +

τ

h1
+
τ2

h2
1

)
(
τh2 + τ2

) (
1 +

τ

h2

)
h2

2

+ 1

+

+ε2
2∏

k=1

((
τhk + τ2

)(
1 +

τ

h2
k

)
1

hk
+ 1

))
‖u‖,

‖b∗‖ ≤ Cε
(
‖b‖+

+
2∏

k=1

(
1 +

τ

hk
+
τ2

h2
k

+ ε

((
τhk + τ2

)(
1 +

τ

hk

)
1

h2
k

+ 1

)))
‖x∗‖.

Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî ó÷åò îêðóãëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè-
âîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñëàãàåìîìó â ìàæîðàíòå íåðàâåíñòâà, îöåíèâàþùåãî ïîãðåø-
íîñòü ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ â íîðìå W 1

2,h, âèäà

ε

τ

(
1

h1
+

1

h2

) 2∏
k=1

(
1 +

τ

hk
+
τ2

h2
k

+
τ3

h3
k

)
.
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ÕÎÐÎØÀß ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÜ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó íà ôóíêöèþ vm:

amvm−1 + bmvm + cmvm+1 = fm m = 1, . . . ,M − 1, (22)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
v0 = ϕ, vM = ψ. (23)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (22)-(23) ñ êîýôôèöèåíòàìè am, bm, cm, îãðà-
íè÷åííûìè â ñîâîêóïíîñòè (|am|, |bm|, |cm| < K), õîðîøî îáóñëîâëåíà, åñëè ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå vm ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïðàâûõ
÷àñòÿõ ϕ, ψ è f , è åñëè ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖v‖C ≤ C max{|ϕ|, |ψ|, ‖f‖C}, (24)

ãäå C � âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò M .

• Èíîãäà ê ÷èñëó õîðîøî îáóñëîâëåííûõ îòíîñÿò è òå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ C íåëüçÿ
âûáðàòü ïîñòîÿííûì, íî ìîæíî âûáðàòü ðàñòóùèì íå áûñòðåå çàäàííîé ñòåïåíè M . Íà-
ïðèìåð, C = M èëè C = M2.

• Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè ðàâíîñèëüíî îäíîìó èç ïðèíÿ-
òûõ â òåîðèè ÑËÀÓ, êîãäà ìåðîé îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b ñ ìàòðèöåé
A ñ÷èòàþò ÷èñëî ‖A‖ · ‖A−1‖.

• Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (24) îçíà÷àåò, ÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ v ê îøèá-
êàì (íàïðèìåð, îøèáêàì èçìåðåíèÿ èëè îêðóãëåíèÿ), äîïóùåííûì ïðè çàäàíèè ïðàâûõ
÷àñòåé ϕ, ψ è f , íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà M .
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ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÕÎÐÎØÅÉ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÈ

Â êíèãå Ñåðãåÿ Êîíñòàíòèíîâè÷à Ãîäóíîâà è Âèêòîðà Ñîëîìîíîâè÷à Ðÿáåíüêîãî
�Ðàçíîñòíûå ñõåìû� äîêàçàí êðèòåðèé õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è (22)-(23) ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû èçìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
�ïëàâíî�.

Ñôîðìóëèðóåì òî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû.
• Êîýôôèöèåíòû îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè

|am| < C, |bm| < C, |cm| < C.

• Âñå òðè êîýôôèöèåíòà íè ïðè êàêîì m îäíîâðåìåííî íå ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè

dn = max{|am|, |bm|, |cm|} ≥ B > 0.

• Êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãëàäêîñòè

|am − ak| ≤ D

∣∣∣∣m − k

M

∣∣∣∣ω , |bm − bk| ≤ D

∣∣∣∣m − k

M

∣∣∣∣ω ,
|cm − ck| ≤ D

∣∣∣∣m − k

M

∣∣∣∣ω , D > 0, ω > 0.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíû âåëè÷èíû C, B, D è ω, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò M è m.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå � óñëîâèå ãëàäêîñòè � âûïîëíåíî, íàïðèìåð, åñëè êîýôôèöèåíòû
ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ ôóíêöèé â óçëàõ ñåòêè

am = a(m/M), bm = b(m/M), cm = c(m/M),

îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà

|a(x) − a(x′)| ≤ D|x − x′|ω,

|b(x) − b(x′)| ≤ D|x − x′|ω,

|c(x) − c(x′)| ≤ D|x − x′|ω.
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è (22)-(23) ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîðíè q1

è q2 êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

am + bmq + cmq
2 = 0, 0 < m < M,

óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ âèäà

|q1| < 1 − θ

2
, |q−1

2 | < 1 − θ

2
, (25)

ãäå θ > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò M è m.

• Åñëè êîýôôèöèåíòû am, bm, cm � âåùåñòâåííûå, òî óñëîâèå (25) ìîæíî çàìåíèòü ëåãêî
ïðîâåðÿåìûì óñëîâèåì

|bm| − |am + cm|
|bm| + |am| + |cm|

≥ θ > 0,

ãäå θ > 0 íå çàâèñèò îò M è m.
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ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÕÎÐÎØÅÉ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÈ

Äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè ÿâëÿþòñÿ

|bm| ≥ |am| + |cm| + δ, δ > 0

, èëè

|bm| − |am| − |cm|
|bm| + |am| + |cm|

≥ θ > 0, dn = max{|am|, |bm|, |cm|} ≥ B > 0.

• Ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ëèáî êðèòåðèÿ, ëèáî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé õîðîøåé îáó-
ñëîâëåííîñòè äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ïðîãîíêè âñåãäà ðåàëèçóåì, à ïîãðåøíîñòè, äîïóñêàå-
ìûå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé, íå íàêàïëèâàþòñÿ è íå ïðèâîäÿò ê âîçðàñòàþùèì ñ ðîñòîì
M îøèáêàì â âû÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèÿõ ðåøåíèÿ.

• Ñëàáàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü â âû÷èñëèòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì âìåñòå ñ ìàëûì ÷èñëîì
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿ åå ðåàëèçàöèè äåëàþò ïðîãîíêó î÷åíü óäîáíûì âû÷èñëè-
òåëüíûì àëãîðèòìîì.
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