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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÃÈÏÎÒÅÇÛ ÌÑÑ

1. Âåùåñòâî ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ òåë (÷àñòèö). Îáúåìû, çàíèìàåìûå òåëàìè (÷àñòè-
öàìè), ìíîãî ìåíüøå îáúåìîâ, â êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíî ñàìî âåùåñòâî.

2. Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì ñòîëêíîâåíèÿ, ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÿäåðíûõ ñèë è ò.ä. Ó÷åò òåõ èëè èíûõ âçàèìîäåéñòâèé çàâèñèò îò
äåòàëèçàöèè êîíêðåòíîé ìîäåëè.

3. Â ëþáîì ñóùåñòâåííîì îáúåìå íàõîäèòñÿ ìíîãî ÷àñòèö. Ïîýòîìó âåùåñòâî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ÑÏËÎØÍÀß ÑÐÅÄÀ, öåëèêîì çàïîëíÿþùàÿ íåêîòîðóþ ÷àñòü ïðî-
ñòðàíñòâà. Òàêàÿ èäåàëèçàöèÿ äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïðè èññëåäîâàíèè àïïàðàò
ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ.

4. Ïîä ïðîñòðàíñòâîì ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, çàäàâàåìûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñåë,
íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè. Â ÌÑÑ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ìåòðè÷åñêèå ìíîãî-
îáðàçèÿ � ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ îïðåäåëåíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ äåêàðòîâîé, ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè A è B îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dist(A,B) =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2.

5. Â ÌÑÑ èñïîëüçóåòñÿ ÀÁÑÎËÞÒÍÎÅ âðåìÿ, ò.å. âðåìÿ, íå ó÷èòûâàþùåå ýôôåêòû
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
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ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛ È ÝÉËÅÐÎÂÛ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÅ

Ãåîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà x1, x2, x3 è âðåìÿ t íîñÿò íàçâàíèå ïåðå-
ìåííûõ Ýéëåðà.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè êîíòèíóóìà, âûäåëÿåìîé êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2, ξ3, ìîæíî çàïèñàòü
çàêîí äâèæåíèÿ

xk = xk(ξ
1, ξ2, ξ3, t), ãäå k = 1, 2, 3.

Êîîðäèíàòû ξ1, ξ2, ξ3, èíäèâèäóàëèçóðóþùèå òî÷êè êîíòèíóóìà (èëè îïðåäåëåííûå ôóíê-
öèè îò íèõ), è âðåìÿ t íàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûìè Ëàãðàíæà. Òî÷êà çðåíèÿ Ëàãðàíæà íà
èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû ëåæèò â îñíîâå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ò.ê. îíè ñâÿçà-
íû ñ äâèæåíèåì èíäèâèäóàëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö.

Ñêîðîñòü âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé òî÷êè ñïëîøíîé ñðåäû, ò.å. ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ ξ1, ξ2, ξ3. Ïîýòîìó áåðåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð ôóíêöèè x ïî t

v =
∂x

∂t
.

Êðîìå ñêîðîñòè òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü óñêîðåíèå a òî÷êè ñïëîøíîé ñðåäû. Åñëè èç-
âåñòíî ïîëå ñêîðîñòåé v â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ è çàêîí äâèæåíèÿ, òî âåêòîð óñêîðåíèÿ,
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

a(x, t) =
dv(x(t), t)

dt
=
∂v

∂t
+
∂v

∂x1

∂x1

∂t
+
∂v

∂x2

∂x2

∂t
+
∂v

∂x3

∂x3

∂t
=

=
∂v

∂t
+ v1

∂v

∂x1
+ v2

∂v

∂x2
+ v3

∂v

∂x3
=
∂v

∂t
+ (v, ∇̄)v,

ãäå

∇̄ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)T
.

Àíàëîãè÷íî, ñ÷èòàåòñÿ èçìåíåíèå ëþáîãî ïàðàìåòðà â åäèíèöó âðåìåíè â ÷àñòèöå
ñïëîøíîé ñðåäû â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà. Íàïðèìåð, èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T ðàâíî

dT (x(t), t)

dt
=
∂T

∂t
+ v1

∂T

∂x1
+ v2

∂T

∂x2
+ v3

∂T

∂x3
=
∂T

∂t
+ (v, ∇̄)T.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÃÀÓÑÑÀ-ÎÑÒÐÎÃÐÀÄÑÊÎÃÎ

Ïóñòü âåêòîð ôóíêöèÿA íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè V âïëîòü äî åå ãðàíèöû
Σ è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîé îáëàñòè. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî∫

Σ
A · n dσ =

∫
V
divA dV,

ãäå n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè, à

divA =
∂A1

∂x1
+
∂A2

∂x2
+
∂A3

∂x3
.

ÔÎÐÌÓËÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ,

ÂÇßÒÎÃÎ ÏÎ ÏÎÄÂÈÆÍÎÌÓ ÎÁÚÅÌÓ

Ïóñòü òî÷êè îáëàñòè V äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè v, òîãäà

d

dt

∫
V
f(x, y, z, t) dV =

∫
V

[
∂f

∂t
+ div(fv)

]
dV.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÍÅÐÀÇÐÛÂÍÎÑÒÈ

Ìàòåðèàëüíûìè òåëàìè íàçûâàþòñÿ òåëà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè èíåðöèè. Ñâîé-
ñòâî èíåðöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàññîé. Ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì íüþòîíèàíñêîé ìåõà-
íèêè ÿâëÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû m ëþáîãî èíäèâèäóàëüíîãî îáúåìà, ò.å. îáúåìà,
ñîñòîÿùåãî èç îäíèõ è òåõ æå ÷àñòèö ñðåäû

dm

dt
= 0.

Â ÌÑÑ ïî÷òè âñåãäà âìåñòî ìàññû ðàññìàòðèâàþò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

ρ(x) = lim
∆V→0

∆m

∆V
,

ãäå ëþáîé èç îáúåìîâ, ñîäåðæèò òî÷êó x.
Òîãäà äëÿ êîíå÷íîãî îáúåìà âåðíî ðàâåíñòâî

m =

∫
V

ρ dV,

ãäå èíòåãðàë âçÿò ïî ïîäâèæíîìó èíäèâèäóàëüíîìó îáúåìó.
Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû çàïèøåì â âèäå

d

dt

∫
V

ρ dV = 0.

Ïðèìåíèâ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà, âçÿòîãî ïî ïîäâèæíîìó îáúåìó, ïî-
ëó÷àåì

dm

dt
=

∫
V

[
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

]
dV = 0.

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî èíäèâèäóàëüíîãî îáúåìà, ïîëó÷èì
ïåðâîå îñíîâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÌÑÑ

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0,

íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÈÌÏÓËÜÑÀ

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, äëÿ îáúåìà V â ÌÑÑ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

d

dt

∫
V
ρv dV =

∫
V
ρF dV +

∫
Σ
pn dσ,

ãäå pn � ñèëà âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, à F � îáúåìíàÿ (ìàññîâàÿ) ñèëà. Âûäåëÿåìûé
îáúåì V ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ñóáñòàöèîíàëüíûì (ñóùåñòâåííûì) ïîäâèæíûì äåôîð-
ìèðóåìûì îáúåìîì, ñîñòîÿùèì ïî îïðåäåëåíèþ èç îäíèõ è òåõ æå ÷àñòèö ñðåäû.

Íàïðÿæåíèå pn íà ëþáîé ïëîùàäêå dσ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ p1, p2 è p3 íà
âçÿòûõ â òîé æå òî÷êå ôèêñèðîâàííûõ ïëîùàäêàõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì ïëîñ-
êîñòÿì

pn = p1cos(n, x1) + p2cos(n, x2) + p3cos(n, x3).

Ïðè äîïóùåíèè íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîðîâ pi ïî òåîðåìå Ãàóññà-
Îñòðîãðàäñêîãî ïîëó÷àåì

d

dt

∫
V
ρv dV =

∫
V
ρF dV +

∫
V

[
∂p1

∂x1
+
∂p2

∂x2
+
∂p3

∂x3

]
dV.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îáúåìà èç èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ïîëó÷àåì âòîðîå îñíîâíîå

óðàâíåíèå ÌÑÑ
d(ρv)

dt
= ρF +

∂p1

∂x1
+
∂p2

∂x2
+
∂p3

∂x3
.

Äëÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿåòñÿ çàêîí ñîñòîÿíèÿ Ñòîêñà, ñîãëàñíî
êîòîðîìó êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äàâëåíèå è ñêîðîñòü ïî
ôîðìóëàì

Pkk = (−p + 2µ
∂vk
∂xk

) +

(
λ− 2

3
µ

)
div v,

Pkl = µ

(
∂vk
∂xl

+
∂vl
∂xk

)
, k 6= l.

Âåëè÷èíû µ è λ íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè äèíàìè÷åñêîé è îáúåìíîé âÿçêîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî. Âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ îíè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîíñòàí-
òàìè, ëèáî çàäàííûìè ôóíêöèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÝÍÅÐÃÈÈ

Ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè, èëè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü êàê íåâîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ âå÷íîãî äâèãàòåëÿ ïåðâîãî ðîäà, ò.å. öèêëè÷å-
ñêè ðàáîòàþùåé ìàøèíû, êîòîðàÿ ìîãëà áû ñëóæèòü èñòî÷íèêîì ïîëåçíîé ýíåðãèè áåç
èñïîëüçîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî âíåøíåãî ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ìàøèíå èñòî÷íèêà ýíåðãèè.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè äîïóùåíèè îá àääèòèâíîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè
ïî ìàññàì ÷àñòèö êîíå÷íîãî îáúåìà òåëà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå

d

dt

∫
V
ρ

(
v2

2
+ U

)
dV =

∫
V
ρF · v dV +

∫
Σ
pn · v dσ −

∫
Σ
qn dσ,

ãäå U � âíóòðåíÿÿ ýíåðãèÿ, qn � ïðèòîê ýíåðãèè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Σ.
Èç èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè ïîëó÷àåòñÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d

dt

[
ρ

(
v2

2
+ U

)]
= ρF · v + div (pn · v) − div qn.

Çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå � íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé, õîðîøî îïðàâäû-
âàþùèéñÿ íà ïðàêòèêå çàêîí, çàäàþùèé ïðèòîê òåïëà

q = −κ gradΘ,

ãäå Θ � òåìïåðàòóðà ñðåäû ïî øêàëå Êåëüâèíà, à κ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Âî ìíîãèõ âàæíûõ ïðèìåðàõ êîýôôèöèåíò κ ïîñòîÿíåí èëè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåìïå-
ðàòóðû Θ.
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ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÊÎÍÛ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè, ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è
ýíåðãèè íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Äëÿ åå çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëü-
íûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Â áîëüøèíñòâå ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè, êîòîðûå ñëåäóþò èç çàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè. Â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó-
÷àå ñîñòîÿíèå ñðåäû îïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïÿòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíê-
öèé: ïëîòíîñòè ρ, òåìïåðàòóðû Θ, äàâëåíèÿ p, âíóòðåííåé ýíåðãèè U è ýíòðîïèè s.

Ýíòðîïèÿ � ýòî ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùàÿ
ìåðó íåîáðàòèìîãî ðàññåèâàíèÿ (äèññèïàöèè) ýíåðãèè.

Îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâî

Θds = dU + p d(1/ρ).

Âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäèâèäóàëüíîãî (ñî-
ñòîÿùåãî èç îäíèõ è òåõ æå ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö) òåïëîèçîëèðîâàííîãî îáúåìà åãî ñóì-
ìàðíàÿ ýíòðîïèÿ íå óáûâàåò.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß

Â äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñðåäàõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåçàâèñèìûìè ìîãóò áûòü ëèøü äâà
èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå
òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ñâÿçüþ, â îáùåì ñëó÷àå ê íåìó òðåáóåòñÿ äîáàâèòü
äâà äîïîëíèòåëüûõ ñîîòíîøåíèÿ, íàçûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýíòðîïèÿ s è ïëîòíîñòü ρ.
Òîãäà

U = U(s, ρ).

Â ýòîì ñëó÷àå èç îñíîâíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òîæäåñòâà âûòåêàþò åùå äâà óðàâíåíèÿ

Θ =
∂U

∂s
, p = ρ2∂U

∂ρ
.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòü ρ è òåìïåðàòóðà Θ.
Òîãäà

p = p(ρ,Θ) è U = U(ρ,Θ).

Â ýòîì ñëó÷àå ýòè äâå ôóíêöèè äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ îñíîâíûì òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèì òîæäåñòâîì, ò.å.

p = ρ2∂U

∂ρ
+ Θ

∂p

∂Θ
.
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ÌÎÄÅËÜ ÂßÇÊÎÃÎ ÁÀÐÎÒÐÎÏÍÎÃÎ ÃÀÇÀ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå áàðîòðîïíîãî ãàçà, âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) +∇p = Lu + ρf ,

p = p(ρ),

ãäå L åñòü ëèíåéíûé ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð

Lu ≡ div(µ∇u) +
1

3
∇(µdivu).

Çäåñü (ρu ⊗ u) � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âåêòîðîâ ρu è u. Ïðè âû÷èñëåíèè äèâåðãåíöèè îò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ñâåðòêà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî åãî ïåðâîìó èíäåêñó.

×åðåç µ îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ãàçà, êîòîðûé çàäàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé
êîíñòàíòîé èëè èçâåñòíîé ôóíêöèåé îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Óðàâíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ ãàçà p = p(ρ) è âåêòîð âíåøíèõ ñèë f = f(x) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè. Óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ: p = ργ . Êîíñòàíòà γ îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 1.4.

Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèé áàðîòðîïíîãî ãàçà íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíòíîé.
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Ïîêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ýòîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè èìååò
ñëåäóþùèé âèä

∂ρ

∂t
+
∂ρu1

∂x1
+
∂ρu2

∂x2
+
∂ρu3

∂x3
= 0,

∂ρu1

∂t
+
∂ρu2

1

∂x1
+
∂ρu2u1

∂x2
+
∂ρu3u1

∂x3
+

∂p

∂x1
=

= µ

(
4

3

∂2u1

∂x2
1

+
∂2u1

∂x2
2

+
∂2u1

∂x2
3

+
1

3

(
∂2u2

∂x1∂x2
+

∂2u3

∂x1∂x3

))
+ ρf1,

∂ρu2

∂t
+
∂ρu1u2

∂x1
+
∂ρu2

2

∂x2
+
∂ρu3u2

∂x3
+

∂p

∂x2
=

= µ

(
∂2u2

∂x2
1

+
4

3

∂2u2

∂x2
2

+
∂2u2

∂x2
3

+
1

3

(
∂2u1

∂x2∂x1
+

∂2u3

∂x2∂x3

))
+ ρf2,

∂ρu3

∂t
+
∂ρu1u3

∂x1
+
∂ρu2u3

∂x2
+
∂ρu2

3

∂x3
+

∂p

∂x3
=

= µ

(
∂2u3

∂x2
1

+
∂2u3

∂x2
2

+
4

3

∂2u3

∂x2
3

+
1

3

(
∂2u1

∂x3∂x1
+

∂2u2

∂x3∂x2

))
+ ρf3.
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Ïðèâåäåì íåäèâåðãåíòíûé âèä çàïèñè ñèñòåìû

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

ρ

[
∂u

∂t
+ (u,∇)u

]
+∇p = Lu + ρf ,

p = p(ρ).

Ýòà ôîðìà çàïèñè ïîëó÷àåòñÿ èç äèâåðãåíòíîé ôîðìû âû÷èòàíèåì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ-
íîñòè, óìíîæåííîãî íà uk, èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.
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ÌÎÄÅËÜ ÂßÇÊÎÃÎ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÃÎ ÃÀÇÀ

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà äàâëåíèå â ãàçå çàâèñèò íå òîëüêî îò åãî ïëîòíîñòè, íî è îò
òåìïåðàòóðû, òðåáóåòñÿ äîáàâëÿòü â ñèñòåìó óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè. Ïðèâåäåì åãî â
ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ò.å. êîãäà âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò ëèøü îò òåìïåðàòóðû
U = cvΘ (cv = const > 0)

cvρ

[
∂Θ

∂t
+ (u,∇)Θ

]
= κ∆Θ − p div u − 2

3
µ (div u)2 + 2µD : D,

ãäå κ = const > 0 (êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè), à D � ëèíåéíûé òåíçîð äåôîðìàöèé
Êîøè-Ãðèíà

Dij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Â ñëó÷àå òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà âòîðûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ÷àñòî ïîëàãàþò óðàâ-
íåíèå Êëàéïåðîíà

p = RρΘ, R = const > 0.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Êëàéïåðîíà íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ
� ñèëüíî ñæàòûõ ãàçîâ (êîãäà ïëîòíîñòü î÷åíü âåëèêà),
� ñîñòîÿíèé, áëèçêèõ ê òî÷êàì êîíäåíñàöèè ãàçîâ â æèäêîñòü,
� æèäêîñòåé,
� ïðè î÷åíü ìàëûõ òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê àáñîëþòíîìó íóëþ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ âáëèçè òî÷åê êîíäåíñàöèè ãàçà è äëÿ íåêîòîðûõ äèàïàçîíîâ
æèäêîé ôàçû èñïîëüçóþò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà

p =
RρΘ

1− bρ
− aρ2,

ãäå R, b è a � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ââåäåíèå çíàìåíàòåëÿ

1− bρ = 1− ρ

ρ∗

ïðèâîäèò ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþ äàâëåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ïëîòíîñòè ρ ê çíà÷åíèþ ρ∗,
êîòîðîå âûáèðàåòñÿ áîëüøèì.

Äîáàâî÷íûé ÷ëåí aρ2 ñóùåñòâåíåí òàêæå òîëüêî ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ÷ëåíà ó÷èòûâàåòñÿ ïîÿâëåíèå ñèë îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè.
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ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÄËß ÂßÇÊÎÃÎ ÃÀÇÀ

Ïóñòü äâèæåíèå ñðåäû ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, ãðàíèöà êîòîðîé ∂Ω
ÿâëÿåòñÿ íåïðîíèöàåìîé òâåðäîé ñòåíêîé. Òîãäà íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàåòñÿ óñëîâèå
�ïðèëèïàíèÿ�

u|∂Ω = 0.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü � íà ãðàíèöå ∂Ω çàäàåòñÿ âåêòîð íàïðÿæåíèÿ Pn

Pn|∂Ω ≡ −(p+
2

3
µdiv u)n + 2µ (D,n)|∂Ω = H.

Òàêèå ãðàíè÷íûå íàïðÿæåíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè-
öàìè. Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñàìîé ãðàíèöû ∂Ω ñëóæèò òàê íàçûâàåìîå êèíåìà-
òè÷åñêîå óñëîâèå

∂Ω = {(x, t) | ξ(x, t) = 0} ,
∂ξ

∂t
+ (u,∇)ξ = 0.

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå,
ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî âäîëü íåå.
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Ïðè çàäàíèè óñëîâèé íà ñêîðîñòü òèïà �ïðèëèïàíèÿ� èëè �ñâîáîäíîé ãðàíèöû� ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè íå òðåáóåòñÿ. Íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû, ãäå ãàç
âòåêàåò â îáëàñòü, ò.å. òàì ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(u,n) < 0,

íåîáõîäèìî çàäàâàòü ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü âòåêàþùåãî ïîòîêà

u = uγ , ρ = ργ .

Â òî÷êàõ, ãäå ãàç âûòåêàåò èç îáëàñòè, ò.å. ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(u,n) > 0,

çàäàåòñÿ ëèøü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ñêîðîñòü, à äëÿ ïëîòíîñòè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íåò.

Äëÿ òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ñëåäóåò çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå òåï-
ëîâîé ðåæèì òå÷åíèÿ. Íàèáîëåå îáùèé âèä ãðàíè÷íûõ äàííûõ äëÿ òåìïåðàòóðû ñëå-
äóþùèé

κ
∂Θ

∂n
= k (Θ− χ)|∂Ω.

Çäåñü k è χ � çàäàííûå ôóíêöèè, n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Ω,
∂

∂n
� ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè. Ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó

∂Ω ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ãàçà Θ è ñòåíêè χ.
Âîçìîæíû äâà äðóãèõ âàðèàíòà

Θ|∂Ω = χ

è

κ
∂Θ

∂n
= q,

êîãäà çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â âèäå èçâåñòíûõ òåìïåðàòóðû Θ èëè òåïëîâîãî ïî-

òîêà κ
∂Θ

∂n
.
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ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÄËß ÂßÇÊÎÃÎ ÃÀÇÀ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå âÿçêîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïî äâóì ïðè÷èíàì.
1. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé: óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî
ïîðÿäêà, à îñòàëüíûå ïðè ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ âÿçêîñòè µ è òåïëîïðîâîäíî-
ñòè κ � ïàðàáîëè÷åñêèìè.
2. Íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû.

Ïåðâàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ áûëà ïîëó÷åíà â 1962 ãîäó Äæ.Íýøýì äëÿ çàäà÷è
Êîøè â ìàëîì ïî âðåìåíè. Äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû
Â.À.Ñîëîííèêîâûì â 70-õ ãîäàõ.

ßïîíñêèìè ìàòåìàòèêàèè À.Ìàöàìóðà è Ò.Íèøèäà äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ �â öåëîì� ïî âðåìåíè ïðè óñëîâèè, ÷òî äàâëåíèå p ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ çàäà÷è
Êîøè è ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷. Èìè æå äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ �â öåëîì�
ïî âðåìåíè äëÿ îáùåé ñèñòåìû, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå áëèçêè ê ñîñòîÿ-
íèþ ïîêîÿ. Ïðèìåð òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè óñëîâèè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé íà
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå ÷åøñêîãî ìàòåìàòèêà Ý.Ôàéðàéçëà.

Ãëîáàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ áåç êàêèõ ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé
íà ôóíêöèþ äàâëåíèÿ äî ñèõ ïîð äîêàçàíû ëèøü â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ß.È.Êàííåëåì
äëÿ áàðîòðîïíîãî ãàçà è À.Â,Êàæèõîâûì äëÿ òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà.

Â ñèëó âàæíîñòè ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ìàññà ðàáîò ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ÷àñò-
íûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé Íàâüå-Ñòîêñà. Íàïðèìåð, î ïðèáëèæåííîì îòûñêà-
íèè çîíû óäàðíîé âîëíû, î ñêà÷êàõ ðåøåíèé, ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,
îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé è ò.ä.
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ÒÅÎÐÅÌÀ À.Â.ÊÀÆÈÕÎÂÀ

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óñïåõ â äåëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ áûë îïðå-
äåëåí âèäîì çàïèñè ñèñòåìû â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ èõ ââåäåíèÿ
ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂y

∂s
= u(y, s), y|s=t = x, x ∈ Ω, t ∈ [0, T ].

Ïîëîæèì ξ = y(s, x, t)|s=0 è âîçüìåì çà íîâûå ïåðåìåííûå ξ è t. Ïîñëå ÷åãî ñäåëàåì åùå
îäíó çàìåíó

q(ξ) =

∫ ξ

0
ρo(η)dη.

Ïåðåìåííàÿ q íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé ìàññîâîé ïåðåìåíîé. Â ïåðåìåííûõ (t, q) ñèñòåìà
Íàâüå-Ñòîêñà ïðèíèìàåò âèä

∂ρ

∂t
+ ρ2∂u

∂q
= 0,

∂u

∂t
=

∂

∂q

(
ρ
∂u

∂q

)
− ∂p

∂q
,

∂Θ

∂t
= λ

∂

∂q

(
ρ
∂Θ

∂q

)
+ ρ

(
∂u

∂q

)2

− p∂u
∂q
, ,

p = kρΘ.

Ýòà ñèñòåìà âûïèñàíà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü ÷èñëî
êîíñòàíò äî äâóõ

k = R/cV , λ = κ/(νcV ).

Êðàåâûå óñëîâèÿ â èñõîäíûõ ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ âûðàæàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

u|x=0 = u|x=L = 0,
∂Θ

∂x
|x=0 =

∂Θ

∂x
|x=L = 0,

ãäå Ω = [0, L].
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé (ρ, u,Θ),

ρ(t) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (Ω)),

∂ρ

∂t
∈ L2(Q),

(u(t),Θ(t)) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (Ω))

⋂
L2(0, T ;W 2

2 (Ω)),(
∂u

∂t
,
∂Θ

∂t

)
∈ L2(Q), Ω = (0, 1), Q = Ω× (0, T ),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ñèñòåìû ïî÷òè âñþäó â Q è ïðèíèìàþùèõ çàäàííûå ãðà-
íè÷íûå è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â ñìûñëå ñëåäîâ ôóíêöèé èç óêàçàííûõ êëàññîâ.

ÒÅÎÐÅÌÀ Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè

(ρ0, u0,Θ0) ∈W 1
2 (Ω), u0(0) = u0(1) = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïðè÷åì ρ(x, t) è Θ(x, t) �
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå è îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî

ρ0 ∈ C1+α(Ω), (u0,Θ0) ∈ C2+α(Ω), 0 < α < 1,

è íà÷àëüíûå äàííûå ñîãëàñîâàíû ñ ãðàíè÷íûìè, òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì

ρ(x, t) ∈ C1+α(Q), (u(x, t),Θ(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Q).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì
α (α ∈ (0, 1]) íà îòðåçêå [a,b], åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1 è x2 èç ýòîãî îòðåçêà âåðíî
íåðàâåíñòâî

|f(x1)− f(x2)| ≤ M |x1 − x2|α,

ãäå M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà, îáîçíà÷àþò Cα. Åñëè ôóíêöèÿ

èìååò k ïðîèçâîäíûõ è åå k-àÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ïèøóò,
÷òî f ∈ Ck+α.
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ÌÎÄÅËÜ ÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äàííîé ìîäåëè ñëóæèò óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè

∂ρ

∂t
+ (u,∇)ρ = 0.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðàâäàíî äëÿ æèäêîñòåé. Òîãäà èç
óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè âûòåêàåò, ÷òî

div(u) = 0

è ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà ïðè µ = const > 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äâóõ óæå âûïèñàííûõ
óðàâíåíèé è óðàâíåíèÿ

ρ

[
∂u

∂t
+ (u,∇)u

]
+∇p = µ∆u + ρf .

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ýíåðãèè îòäåëåíî îò ñèñòåìû è ðåøàåòñÿ ïîñëå íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè
è ïëîòíîñòè.

Åñëè ρ ≡ const > 0, òî æèäêîñòü íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòü,
ìîæíî ïðèíÿòü ρ ≡ 1, òîãäà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ

div(u) = 0,

∂u

∂t
+ (u,∇)u +∇p = µ∆u + ρf .
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ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÄËß ÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ñàìûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â îáîñíîâàíèè ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
äà÷ äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîëó÷åíû Î.À.Ëàäûæåíñêîé è åå ó÷åíè-
êàìè â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû.

Â ýòîé ìîäåëè â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé çàäàåòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè u íà âñåé ãðàíèöå
îáëàñòè Ω íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà

u|[0,T ]×∂Ω = uγ .

Îáëàñòü Ω íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, íî åñòü îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé îáëàñòè, çàâèñÿùåé
îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé.

Îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà �â öåëîì�, åñëè îíà äâóìåðíàÿ.

2. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äîêàçàíû äëÿ çàäà÷è, åñëè âñå åå äàííûå îáëàäàþò àêñèàëü-
íîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî îñè è îáëàñòü Ω, çàïîëíåííàÿ æèäêîñòüþ, íå
ñîäåðæèò ýòîé îñè.

3. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü �â öåëîì� èìååò ìåñòî è äëÿ çàäà÷è Êîøè, åñëè êîìïîíåí-
òû èçâåñòíûõ âåêòîðîâ f (ïðàâàÿ ÷àñòü íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ) è u0 (íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè) íå çàâèñÿò îò ïîëÿðíîãî óãëà φ è êîìïîíåíòû fφ è uφ

ðàâíû íóëþ.

4. Äëÿ îáùåãî òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà âáëèçè ãëàäêèõ íà-
÷àëüíûõ äàííûõ, ò.å., âîîáùå ãîâîðÿ äëÿ ìàëûõ èíòåðâàëîâ [0, T ] èçìåíåíèÿ âðåìåíè
t. Âåëè÷èíà T îöåíåíà ñíèçó ïîñòîÿííîé, îïðåäåëÿåìîé íîðìàìè äàííûõ çàäà÷è. Åñëè
ïîñëåäíèå ìåíüøå íåêîòîðîãî îïðåäåëåííîãî ÷èñëà, òî T = ∞, ò.å. çàäà÷à îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì t > 0.
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ÌÎÄÅËÜ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü � ýòî êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèäðîäèíàìèêè. Îíà
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

∂ρ

∂t
+ (u,∇)ρ = 0,

div(u) = 0,

ρ

[
∂u

∂t
+ (u,∇)u

]
+∇p = ρf .

Ýòè óðàâíåíèÿ � ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîãäà âÿçêîñòü
µ ðàâíà íóëþ.

Ïðîñòåéøåé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ òâåðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè. Åñëè ãðàíèöà íåïî-
äâèæíà, òî â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íóæíî ïîñòàâèòü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ

(u,n)|∂Ω = 0.

Ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â ìàëîì ïî âðåìåíè íóæíî çàäàâàòü
âåñü âåêòîð ñêîðîñòè è ïëîòíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà, à íà âûõîäå è òâåðäîé ñòåíêå � íîð-
ìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè.
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ÌÎÄÅËÜ ÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Ôîðìàëüíî ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû, îïèñûâàþ-
ùåé äâèæåíèå âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà, âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ðàâíûìè íóëþ. Òåì ñàìûì âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê.
Ïðèâåäåì ÷àñòî èñïîëüçóåìûé âèä çàïèñè ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãàòåëü-
íûå âåêòîðû ñòîëáöû

σ =


ρ
ρu
ρv
ρw
e

 , a =


ρu
p+ ρu2

ρuv
ρuw
(e+ p)u

 , b =


ρv
ρuv
p+ ρv2

ρvw
(e+ p)v

 , c =


ρw
ρuw
ρvw
p+ ρw2

(e+ p)w

 .

Òîãäà óðàâíåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ òàê

∂σ

∂t
+
∂a

∂x
+
∂b

∂y
+
∂c

∂z
= 0.

Âûøå áóêâîé e áûëà îáîçíà÷åíà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà ñóììå âíóòðåííåé è
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé

e = ρU + ρ
u2

2
.
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ÓÑËÎÂÈß ÍÀ ÐÀÇÐÛÂÅ

Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè äîïóñêàþò âîçíèêíîâåíèå è ñóùåñòâîâàíèå ïîâåðõíî-
ñòåé ðàçðûâà äâóõ âèäîâ: óäàðíûõ âîëí è òàíãåíöèàëüíûõ ðàçðûâîâ.

Óñëîâèÿ äëÿ óäàðíîé âîëíû èìåþò ñëåäóþùèé âèä

[ρ]D − [ρ(u,n)] = 0,

[ρ(u,n)]D − [p + ρ(u,n)2] = 0,

[e]D − [(e + p)(u,n)] = 0,

[u− (u,n)n] = 0.

Âûøå ÷åðåç D îáîçíà÷åíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà â íàïðàâëåíèè âåê-
òîðà n íîðìàëè ê íåé, [f ] � ñêà÷îê ôóíêöèè f íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. Ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé.

Äëÿ òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà íåïðåðûâíû íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè u è
äàâëåíèå p, à ïëîòíîñòü ρ è êàñàòåëüíàÿ (òàíãåíöèàëüíàÿ) êîìïîíåíòà ñêîðîñòè u ìîãóò
èñïûòûâàòü ïðîèçâîëüíûå ñêà÷êè.

Íà ðàçðûâàõ äîëæåí áûòü âûïîëíåí çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè.
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ÈÑÒÎÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Îòäåëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû òå÷åíèÿ æèäêîñòè è ãàçà áûëè óñòàíîâëåíû
Àðõèìåäîì (287-212 äî í.ý.), Ïàñêàëåì (Blaise Pascal, 1588-1651), Òîðè÷åëëè (Evangtlista
Torricelli, 1608-1647) è Íüþòîíîì (Isaac Newton, 1643-1727).

Îñíîâîïîëîæíèêîì òåîðåòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè ìîæíî ñ÷èòàòü äâóõ âûõîäöåâ èç
Øâåéöàðèè, ðàáîòàâøèõ â òîì ÷èñëå è â Ðîññèè � Ëåîíàðäà Ýéëåðà è Äàíèèëà (èëè
Äàíèåëÿ) Áåðíóëëè.

Òåðìèí �ãèäðîäèíàìèêà� áûë ââåäåí Áåðíóëëè (Daniel Bernoulli, 1700-1783). Äàëàì-
áåð (Jean le Rond D'Alembert, 1717-1783) ââåë çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ æèäêîñòè â
âèäå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.

Ëåîíàðä Ýéëåð (Leonard Euler, 1707-1783) â 1755 ã. âûïèñàë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
èäåàëüíîé æèäêîñòè è ðàçâèë èõ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ. Îí âûâåë óðàâíåíèå íåðàç-
ðûâíîñòè, âûðàæàþùåå ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ìàññû â äâèæóùåìñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ
ìàòåðèàëüíîì îáúåìå. Îí æå ïîëó÷èë óðàâíåíèå áàëàíñà èìïóëüñà â ëîêàëüíîé ôîðìå
áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ âÿçêîñòè. Â òå âðåìåíà æèäêîñòü è ãàç ðàññìàòðèâàëè êàê ñïëîø-
íóþ ñðåäó â áóêâàëüíîì ñìûñëå ñëîâà. Ìîëåêóëÿðíûé ñîñòàâ âåùåñòâà â ðàññìîòðåíèå
íå ïðèíèìàëñÿ. Ïëîòíîñòü îïðåäåëÿëàñü êàê ôîðìàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïðåäåë îòíî-
øåíèÿ ìàññû æèäêîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t â îáúåìå ê âåëè÷èíå ýòîãî îáúåìà ïðè åãî
ñòðåìëåíèè ê íóëþ.

Ðàáîòû Ë.Ýéëåðà ïðîäîëæèë Ëàãðàíæ (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813).
Êëîä Ëóè Íàâüå (Claude Louis Navier, 1785-1836) âûâåë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿç-

êîé æèäêîñòè, ïîëüçóÿñü ãèïîòåçîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë. Èñòîðèÿ óðàâíåíèé âÿçêîé
æèäêîñòè îòñ÷èòûâàåòñÿ ñ òîãî ìîìåíòà, êîãäà Íàâüå â 1822 ã. ñäåëàë äîêëàä îá èõ ïðî-
ñòåéøåì âàðèàíòå â íåñæèìàåìîì ñëó÷àå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòüÿ áûëà îïóáëèêîâàíà
÷åðåç ïÿòü ëåò.

Äæîðäæ Ñòîêñ (George Gabriel Stokes, 1819-1903) ïîëó÷èë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿç-
êîé æèäêîñòè íà àêñèîìàòè÷åñêîé îñíîâå. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì â êà÷åñòâå
ïîñòóëàòîâ èñïîëüçîâàëèñü èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ïîëíîé
ýíåðãèè â ìàòåðèàëüíîì îáúåìå, äâèæóùåìñÿ âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ ñêîðî-
ñòåé. Åãî ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâàòåëåì ñîâðåìåííîé ãèäðîäèíàìèêè.

Îñáîðí Ðåéíîëüäñ (Osborne Reynolds, 1842-1912), èçó÷àÿ äâèæåíèå âÿçêîé æèäêî-
ñòè, ââåë ïîíÿòèÿ ëàìèíàðíîãî è òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèé è óêàçàë âîçìîæíîñòü ðåçêîãî
ïåðåõîäà îò îäíîãî òå÷åíèÿ ê äðóãîìó.

Êèíåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè áûëî ïîñòðîåíî íà îñíîâå óðàâ-
íåíèÿ Áîëüöìàíà. Ýòî óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-
ñòèö ìîíîàòîìíîãî ãàçà ñ áèíàðíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè áûëî âûïèñàíî àâñòðèéñêèì ôè-
çèêîì Ëþäâèãîì Áîëüöìàíîì (Ludwig Boltzmann, 1844-1906) â 1872 ã.
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