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��� !���	�� 
������" � #�	��	�$ ���
��" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��� ����	�� ��������� �%�� #� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

% �&�'���(� �)��( �*
��� &�����'���(�� )* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+
��� *$��� ��� ln(ρ) � (�	����	��� ��	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� -ln(ρ).u/ -�
����
������	��/ � � � � � � � �+
��� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� -u.ln(ρ)/ -�
����
������	��/ � � � � � � � �%
��� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ��� ln(ρ) -��������	��/ � � � � � � � � � ��
��0 *$��� ��� ln(ρ) � 
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����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� *$��� � 
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����� ��� (ln(ρ), u) -�
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������	��/ � � � ��
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����� ��� (u, ln(ρ)) -�
����
������	��/ � � � ��
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����� ��� ln(ρ) -��������	��/ � � � � � � � � ��
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������	��/ � � � � ��
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�
�� 45�6��*67�*&�)�*67 -�
����
������	��/ � � � � �%
���� *$��� 2�3�*
�
�
�� *&�)�*67�45�6��*67 -�
����
������	��/ � � � � ��
���� *$��� 2�3�*
�
�
�� 45�6��*67�*&�)�*67 -��������	��/ � � � � � � ��
���� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ρ;V I � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ρ;V II � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���0 ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ρ;V I -�
����
������	��/ � � � � � � � � ��
��� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ρ;V II -�
����
������	��/ � � � � � � � ��
���1 ,$��� � (�	����	��� ��	
����� V;ρ I -�
����
������	��/ � � � � � � � � ��
���+ ,$��� � (�	����	��� ��	
����� V;ρ II -�
����
������	��/ � � � � � � � ��
���% ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ρ;V I -��������	��/ � � � � � � � � � � ��
���� ,$��� � (�	����	��� ��	
����� ρ;V II -��������	��/ � � � � � � � � � � �0
���� ,$��� � 
�	
��

		��� ��	
����� ρ;V � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0
���� ,$��� � 
�	
��

		��� ��	
����� ρ;V -�
����
������	��/ � � � � � � � � �0
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��

		��� ��	
����� V;ρ -�
����
������	��/ � � � � � � � � � 
���� ,$��� � 
�	
��

		��� ��	
����� ρ;V -��������	��/ � � � � � � � � � � � 
���0 ,$��� ρ;V -� ��<����=<���� 
����

�/ � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1
��� ,$��� ρ;Imp -� ��<����=<���� 
����

�/ � � � � � � � � � � � � � � � � �+

$ �"'�����+�� !' !�',������'����- ./
��� ��<�� ������� #���	
" �
#���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��� ����	�� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��� >���
	 )* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 4��� ���
���
��	�� 
�
�	���	�" � ������� �
#���� � � � � � � � � � ��
��� ?
���� ��� @����	�
� ����(� � ���
" ����� *52: � � � � � � � � � � � �0
��0 ���
�	�	�� ����(� � ���
" ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+
�� 9��
�� �A�	�� *52: � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�
��1 8��
���
��	�� ���
��������������" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�
��+ 8	����(�� �
 ���
���
��	�= ������ BCDEC,F � � � � � � � � � � � � � � � 0�
���% 8	����(�� �
 ���
���
��	�= �����
���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � 0�
���� )��	
��	�� �$��� ��� ������ ����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �
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4������� ���	��	���	 ��� �	��
����� �����	�
� �
 �����=<��� �
�
�����
01 �2'3�(� !��"2���(� &��� �4 '!��(����(� ��������� ��2���5�() #���6

����5 �  ����() !�'�&�'��()7 ������ ��������� � @�
 �
��� 	����(�
	�	�$ ��
A�	�" ���G�	�� #���. ����=<�$�� �A�	���� 	���	�"	
" ������� ������*�
���� *���
��	�� �	��
����� � �
���	
����� �����	�$ 	�����	
������$ ����� � ���. ��
 �����	

	� ��#
�	�A	�" ��	� � �
��� ��	�� �$ ��
�������
#
 
�
�	
��	��H ��
��� ��<����
�
��	��. ���	����		
��� � ���
"���
��� �$ �A�	�"�

001 �2,'����(  ��2���',' ��8���9 ��2���5�() &��� �������� ��"'5 :�6
&�"�7 ! ������$ ��������� ���
����=��� �
���
 	���	�� ��	
��	�� �$���� I�
 ����
��	
 � (���= �
�	��
���� �����	�
� � ��#
������. ���=<��� ��	�����	�� ���
���
���
"���
���. � �
������ 	� ����� @��$ ����� ���
���
��	�� �
����		�$ ����(�
	�
	�$ ��#
���
� �A�	�� *52: � ���
�
� ��<����	���

0001 ����+�!( '�,���&�+�� !�',����7 ! �
(���� ���
�	�	�� ���������
��G��" �����	� 	� ����� �
	���	
" ������ ��A�� � 
���G����� ��
= �
#�����
I�� ������ 
�����=� ��
��� 
�
��		
�����. �
@�
�� ��� ����A	
#
 ���
�	�	�� ����	�"

� �����	�
� �������� �����	�� 
����	�" ��#
���
� � ����
� �
#���. �
�
��
���=��	� � 
����	�� ���������� 4
 G���	�= �����	�� 
	 �
G�� ���
 ����	��� �G�
���=<�=�� �
#���� �
� ��
= ������ -��
 ������ 
� 	�#
 �
	���	�� �� �
��G�	��/.
���
 	������� ��
= ������(�= ��#
�����

0;1 ��!'2<&'����� � !�'�"��) !�"��'� !�',����7 J�� �A�	�� ���
�
#������
	�$ ����� � ��������� �����#����� ���
���
���� ������ �
#���. ��G�<�$ � 
��
���
� �
����� � ���� KLMNOLNM� ��	�� �� ����$ �����
� ���G�� BCDEC,F -EPQRPSN
TUO BVLNPO CWSNXOP YVMZ D[PO\N ]PMOVQN\/^�%_� �	 � ����	
��� ���	��	���	 ��� �A�	��
*52: � ����	
 ���G�		��� ����(���� 2����	����
" ������ BCDEC,F ��������
�����
���� `Ka`b ^��_� I�
 �����
���� �
#��� ��	�"	
" ��#��� ��� ����� �
#���
��
��	�� ,cc � 
������ ��$
�	�� �
����
��

�



;1 ��!'2<&'����� ,��:� ��"�) !�"��'�7 J�� �������	
" �	������(�� ��
�$
�����		�$ ��������
� �����	��� �����#����� ���
���
���� �
����	�� �� #�'�������
�
#����� ! �������� #�'�����
#
 ������. ��G�<�#
 � 
����
� �
����� � �	��	���.
��
��	�
��	 abdEBef ^1_� ! $
�� ���
�	�	�� ����	�" �������� 
��
��� ��
��G�	��
��	�" �
�� #��
��$ ����	�" � �����	�$ �
��$	
���"�

*������. 
������=<�� 	����(�	�	
� ����	�� #���. 
�	
����� � �������. 	�$
G��	��
�A�	�" �
�

" �������� �
 �	
#�$ ������	�$ ������$� 4
��
���� ���
�
� �
����
�
�	�$ �A�	�" @��$ ����� 	� ��#
�	�A	�" ��	� 	� ��<�������. �
 ��� �$ �A�	�� ���
��	�=� �����		�� ���
��� )��	
��	�� ���
�� ����=��� 
�	�� �� A�
�
 ������$ �
�
 ��$ �
 �����	
 �
��A�	�������$ ��
�
�
� �
����	�� �����G�		�$ �A�	�"� ! 	��
��
�<�� ���� ��� �A�	�� ����� #��
�
" ��	����� ����
 ���
����=� ��	�� ��	
��	��
�$���� ��	��
. 
�
��		
 � ������ ����
#
 #���. �

��G�	�� ���
"���
��� ��	
��	�$
�$�� ���
��� � 	�
�$
���
��� ����
��� � �	���	�� 	���	�$ ��	
��	�$ ���
�
��
4
@�
�� �	�	�� � ���	�� ����	��� �
�
�	�� ��#
���� ����
 �������� �� �A�	��
��
G	�$ #��
��	��������$ ������

����	�� �$��� ���
��� � �A�	�= ������ ��#���������$ ���	�	�" -*2:/ ���
	�$
G��	�� �A�	�� 	� (n + 1)�
� ����		
� ��
�� )�A�	�� ����$ *2: ��� �����

�������� �
����
�	
 ��
G	
" ������". ���� �$ ����	
��� � ������$ �	����	�$ � ����
������
" �
��� ��	�� ������ 
��	� �
��A
"� ��
�$
���
��� �A��� �
�
�	�� ������
������ � ����
��� �
��A
#
 ����� ��#
���
�. �
�����A�$ 	����	�� ���
�
� ���
<����	��. � �
�
�$ *2: ������=��� 	� �
�������� ��	�A�" ����	
��� ��� ���
����(�� �
�
�$ ��
����� � �
����
������	
�� �A�	�= �
��� �
���$ � �
��� ��	��
��#
��
� �
���� �A�	�� *2:� ��	��
 ��� @�� ���
�� 
�����=� �
��� 
����	������
	��� ���
����� ���
"���
��� � ������ ���
������=� ��''��	(����	�� ������. ���
���
��. � �
�
�$ ��� �����		�� ����� 
�	
����		
 � ��$	�#
 ��
�� 6���� ���
��
���
��� � 	���	�"	�� *2:. �
�
�� �������� �A��� ����(�
		��� ���
����� I�


��	� ��
G	�� � �
��� ��	�� ������(�� � 
�
�	
��	�� ������� 4
��G��
�	�� A�#
�
�
G�� ���G��� ���
���
��	�� ���
�
�. � �
�
�$ ��� �
���
�	�� -��� �
��� ���/ �

�
���	����		�� �����		�� ������ � ��$	�#
 ����		
#
 ��
�. � �
@''�(��	�� ��
	�$ ���
����=� �	���	�� ��	
��	
#
 �A�	�� � ������<�$ ����		�$ ��
��� 6����
��#
���� ���
��� � �A�	�= ������ ��	�"	�$ ��#���������$ ���	�	�" -*52:/.
�A�	�� �
�
�$ �
G�� ���� 	�"��	
 �� �
�
<� ����(�
		�$ ��#
���
�. 
�	
��	�
	�$ 	� ���� �
��G�		�$ #����	�
��

)��	
��	�� �$���. ����
G�		�� ��� ������(�� � ���������. ���		
 ������ ��	�
�$��� ���
����=� �����	�� ���� ���
�� ��<����	�� � �$ �A�	�� 	�$
����� �����
�A�	�� *52: � ��$���#
	���	��� ����(��� ���
�
� �
#
	��� J�#�� �$��� ���
�
��� � *52:. ����(� �
�
�$ ����	
 ���G�	�. 	
 	� ����=��� ��$���#
	���	���
��G� � 
�	
��	
� ������� g
��� �
#
. ���������� ���
�����(�� �
	������	
" �����
��''��	(����	
#
 
����
� 	� ��$	�� ����		
� ��
� ����� ����(� 	� ����=���
�	��

������		���� J�� �A�	�� ��	�"	�$ ��#���������$ ������ ���
#
 ���� ���
�
�������� ���
� ����
��G�		�$ #����	�
��

9��
� ����
��G�		�$ #����	�
� � �#
 �
��'���(�� �����
��	 � ��� �����
�
���	���	�$ �
#���� ������. � ������$ BP\[PQR � `VSNL. �
�
�� �����#�����
���
���
���� �����	���� 6�� ����� �
���#����� �<� 
�	� (���H 	������ �����	�
� ���
�
���
���� � ��
�$ �
����$ �
#���	�� �
��. 	�����		�� ��#��� ���
���� ��	��

�



�
 #
���
 @''�����	�� 
������=��� �� �
#����. �
�
�� 	�����	� � ����
� ���
�� ����( *52:. �
�
�� �
����=��� �� ������(�� �
	���	
#
 ���
��� 4
@�
��
� 
�	
� �� ����	�" �������� ������ 	������� ��
= �
��
#����. ������=<�= ���
�
����
��G�		�$ #����	�
� � ���
����������������

 �����	 �����	����

��� ������	
������� ������

*������ ���	�	�". 
������=<�� 	����(�
	�	
� ���G�	�� ��
�
�	
#
 #��� � 
������
Ω. ��#����� �����=<�� 
���
�

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

ρ

[
∂u

∂t
+ (u,∇)u

]
+∇p = Lu+ ρf ,

p = p(ρ),

-���/

#�� L ���� ��	�"	�" ��������	�" �
�
G�����	
 
������		�" 
����
� ! ������$
��������� � �������� L ������

Lu ≡ div(μ∇u) +
1

3
∇(μdivu).

&�� � � 
�	
��	
� ������ ��A� ���� μ 
�
�	���	 �
@''�(��	� ����
��� #���. �
�
�
�" ����� ������� ������	
" 	�
��(�����	
" �
	���	�
"� :��	�	�� �
��
�	�� #���
p = p(ρ) � ����
 �	�A	�$ ��� f = f(x) ����=��� ����		���� ! ������$ ���������
�������
��� �����	�� 
� ��
�	
��� ��	������� ���
 p = Cρρ -Cρ h �
�
G�����	��
�
	���	��/. ���
 p = ργ -γ > 1/�

J���#�	�	�" ��� ������ ������� -���/ ��#����� �����=<�� 
���
�

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) +∇p = Lu+ ρf ,

-���/

����� (ρu ⊗ u) h ��	�
 ��

#
 �	#�. �
����		�" � ��������� ���
#
 �
������	��
����

� ρu � u� 4� �������	�� ����#�	(�� 
� ��	�
� ��

#
 �	#� ������ 
���
<���������� �
 �#
 ���
�� �	������

4
��
���� � 	���
�<�" �
��	� ����	�� ��������� �������� ��� �����	�$ �
 �
�
���	���� �����. ������� ����	���= ������ ���	�	�" ������� -���/ � @�
� ������

∂ρ

∂t
+

∂ρu1
∂x1

+
∂ρu2
∂x2

= 0,

∂ρu1
∂t

+
∂ρu21
∂x1

+
∂ρu2u1
∂x2

+
∂p

∂x1
= μ

(
4

3

∂2u1
∂x21

+
∂2u1
∂x22

+
1

3

∂2u2
∂x1∂x2

)
+ ρf1,

∂ρu2
∂t

+
∂ρu1u2
∂x1

+
∂ρu22
∂x2

+
∂p

∂x2
= μ

(
1

3

∂2u1
∂x1∂x2

+
∂2u2
∂x21

+
4

3

∂2u2
∂x22

)
+ ρf2,

-���/

�



��������	�� '�	�(��H ��
�	
��� ρ � ����
 ��

��� u ����=��� '�	�(���� ����
��		�$ I"���

(t,x) ∈ Q = [0, T ]× Ω.

! 	�����	�" �
��	� ����	� ����=��� '�	�(��. �	���	�� �
�
�$ 
������=� ��
��
	
��� � ��

��� #��� � ��G�
" �
��� 
������ ΩH

(ρ,u)|t=0 = (ρ0,u0), x ∈ Ω. -���/

J�� ����A�	�� �
���	
��� 	�����	
�����
" ������ ������� -���/ �
�
�	�=� #��
	��	��� ���
������ 4
���"A�� #�	��	�� ���
��� � ������ �
�
G�����	
" ����
���
#��� h @�
 ���
��� ������	��H

u(t,x) = 0, (t,x) ∈ [0, T ]× Γ, #�� Γ = ∂Ω. -���/

! ������. ���� 	� ���
"����
 #�	�(� �������� ��

��� 
����	�� 
� 	���. ����	��
��
�	
��� ������� 
� 	������	�� ��

���H ���� ����
 ��

��� 	������	 �
�	���

������. �
 	�
�$
���
 �������� �	���	�� ��
�	
���. ���� 	�
�

� 	��G�. �
 ��
��
	
��� #��� 	� ���������

i

A�" 
��
 ��������
� �
 �
�
�� 
�
�	
��	�� 	�����	
������$ ����� ��$�	���
G���
��� � #��� �
G	
 	�"�� � ^�_�

J�''��	(����	�� ���	�	�� ������� -���/ ����=��� ����������� �	��#���	�$
���
	
� �
$�	�	�� ����� � �������� � ������ �
����
�	
" #����
��� '�	�(�" ��
�	
�
��� � ��

��� #���� !�G	��� ���
��	���� � �����������	�� ��#
����� ����=���
���
�	�	�� �	��
#
� @��$ ���
	
� ��� ���
�	�$ '�	�(�"� j����		�� ���
��. ��� �
�
�
�$ ���
�	�=��� 
��	 ��� 	���
���
 ���
	
� �
$�	�	��. 	�����=� �
	�������	����
k��� ���
�	�=��� ��� ���
	� �
$�	�	��. �
 ���
� 	�����=� �
�	
���= �
	��������
	���

k<� 
�	�� ��G	�� ��
"���
� �������� ���
�	�	�� ���
��� 	�
��(�����	
��� '�	��
(�� ��
�	
���� ! ��������� ���
����=��� �$���. #�� @�
 ���
��� ���
�	����� ���
�
���������� J�� @�
#
 ���
���
��	
 ��� �����	����	�$ �
�$
��� 4���" h @�
 ����	�
�
���� '�	�(�� ρ 	� '�	�(�= g = ln(ρ)� !
 ��

� ����	����� ���(����	�� ���
��
����(�� ���	�	�� 	�����	
���. ����
G�		�� 2�3�*
�
�
����

��� ��	
�	�� 
�
�	���	��

! �
���"A�$ ����	��$ ��������� ���������=��� �
���	����		�� 
������ ���

�
�#
��	
#
 ���� Ω̄ =
s∏

k=1

[0; Xk]. #�� s � ����	
��� �
���	����� 4
 ��G�
�� ��

	������	�" ���
����=��� ����� � �
��
�		�� A�#
� hkH ω̄hk
= {mhk | m = 0, . . . ,Mk}.

#�� Mkhk = Xk� �� ����		
� �	������ [0; T ] ���G� ���
�������� ��	
��	�� ����
��H ωτ = {nτ | n = 0, . . . , N}, #�� Nτ = T � ! ��������� � 
������ Q ��
����� �����

Q̄τh̄ = ωτ × Ω̄h̄. #�� Ω̄h̄ =
s∏

k=1

ω̄hk
� :��� ����� Ω̄h̄. �
����=<�� 	� #�	�(� 
������ Ω.


�
�	���� γh̄ -#�	��	�� ����/. � �
����=<�� � 
������ Ω ���� Ωh̄ -�	���		�� ���
��/� 3�	��	�� ���� � 	
�����. � �
�
�$ mk = 0 � mk = Mk. 
�
�	���� γ−k � γ+k
�

��������		
�

�



&
�� ���
� ωhk
� ��� �$�� ���
����=��� ����	���� ����� � �
��(����� �������

j��� ω
1/2
hk

����� 
�
�	����� ����� ω
1/2
hk

= {mhk + hk/2 | m = 0, . . . ,Mk − 1}. � ����

Ω
1/2

h̄
=

s∏
k=1

ω
1/2
hk

� Q
1/2

τh̄
= ωτ × Ω

1/2

h̄
�

�	���	�� '�	�(�� g. 
������		
" 	� ����� Qτh̄ -��� 	� ����� Q
1/2

τh̄
/. � ���� (n, m̄)

����� 
�
�	����� ���� gnm̄� k��� �	����� ����� 
��<�	�. �
 @�
 
�	�����. ��
 
	� ��	�
n � m̄� J�� �
��<�	�� ������ �	���	�" '�	�(�� g � ����$. �
���	�$ � ���
� (n, m̄).
���
����=��� �����=<�� 
�
�	���	��H

gn+1
m̄ = ĝ, gnm̄±qk

= g±qk ,

#�� m̄± qk 	
�� ����. k��� �

��	��� �
�

#
 
��������� 
� �

��������=<�" �

�
��	��� ���� m̄ 	� ±qk� !����� 
�
�	���	�� ��� ���	�#
 �	���	�� ������	 ���
�	
"
'�	�(�� � ���$ �
���	�$ ����$

gsk =
gnm̄+1k

+ gnm̄
2

, gs̄k =
gnm̄ + gnm̄−1k

2
.

J�� ��	
��	�$ 
����

� ����	�=��� 
�
�	���	��. ��	���� � ^�_H

gt =
gn+1
m̄ − gnm̄

τ
, gxk

=
gnm̄+1k

− gnm̄
hk

, g◦
xk

=
gnm̄+1k

− gnm̄−1k

2hk
, gx̄k

=
gnm̄ − gnm̄−1k

hk
.

9���(� @��$ 
����

� 
�
�	���=��� 	�G� ∂◦
xk
. ∂xk

. ∂x̄k
�

J�� �����G�	�� �
	������	�$ ���#����$ � ��''��	(����	�$ 
����
�$ � ���
�$�� ����� ���
���
������ ��	
��	�� ���
�����(�� �
��� �
�
��� J�� @��$ ���G��
	�" ������ 
�
�	���	��

δk{W,V } =
V + |V |

2
Wx̄k

+
V − |V |

2
Wxk

=

{
VWx̄k

, ���� V ≥ 0,
V Wxk

, ���� V < 0.
-��0/

! �$��� 2�3�*
�
�
�� � �
	������	�$ ���#����$ ���� A���
	�. � �
�

� 	�G	

���� �	���	�� ���
�	
" '�	�(��. ������� 
� �	��� �
��
	�	�� ����
� ��

���� J��
@��$ ���G�	�" ���
�������� 
�
�	���	��

σk{H,V } = H
|V | − V

2
+H−1k

|V |+ V

2
=

{ −V H, ���� V < 0,
V H−1k , ���� V ≥ 0.

-�� /

�������� ���
�������� 	�G� �����	�� �
������	�� � 	
�� ���
�	�$ '�	�(�".
����		�$ 	� ����� Ω̄h̄H

(v, u) =
s∏

k=1

hk
∑

xm̄∈Ωh̄

vm̄um̄, [u, v] = (u, v) + 0, 5
s∏

k=1

hk
∑

xm̄∈γh̄
vm̄um̄,

‖v‖Ch
= max

xm̄∈Ω̄h̄

|vm̄|, ‖v‖ =
√

(v, v), ‖v‖L2,h
= |[v]| =

√
[v, v], ‖v‖12 =

√
|[v]|2 + |v|21,

#�� ���� |v|1 
�
�	���	� �
��	
��. ���������� �����=<�� 
���
�H

|v|1 =

√√√√√√
(

s∏
k=1

hk

)⎛
⎜⎝ s∑

k=1

⎛
⎜⎝ ∑

xm̄∈Ωh̄∪γ−
k

(vxk
)2

⎞
⎟⎠
⎞
⎟⎠.

0



��� ����	�� ���������

����	�� ��������� �
��
�� � �����		
� �A�	�� 	�����	
������$ ����� ��� ������
�� -���/ � ������ ���$ �
���	����		�$ �����		�$ � �
�
<�= ��	
��	�$ �$��� !���
#
 �����#����� �� ����	��. �
 ���������� ���
�	�	�� �
�
�$ �
�G�	 ���� 	�����	
��
#
��" 
����� j����		�� @�������	�� ������� �
����� �� �����	�$ �	���	��$
������
� ��''��	(����	
" � ��	
��	
" ����� -	�G� @�� ������� ����� 	����
���� �$
�	���/� !$
�	��� ��������� ����� �������

�/ ����
��� μ �� ������
	� [0.001; 0.1] -��������� ������� ������� ��� ��$ �	����
	�" 0.001. 0.01 � 0.1/l

�/ ���	�	�� �
��
�	�� p = p(ρ) -����
���� ��	�"	�= �������
��� p = Cρρ ��
�
@''�(��	�� Cρ ��	�� �. �% � �%%. � ���G� 	���	�"	�= �������
��� p = ργ . #��
γ = 1.4/l

�/ A�#� ����� τ � h�
�&#2<���( ��� ��'� �2��#�� ':'����< � ���� ��=2�+ � ,��:�"'�4 !'�2�

"'�'�() �'23�( �2��'���< �(�'�( ' )���"���� &������'��� !'2# ���() ��6
&#2<���'� '� �)'��() !�������'�7

!���	�� ����	�". �����#����� ��� ��	�$ �����	�
�. 
�����=��� ��# 
� ��#�
�/ ��	
��	��� �$�����. �
�
�� �������� �����
���� -��� ���#�'� ������� /l
�/ �
���	����		��� 
�������� � #�	��	��� ���
����� -��� ���#�' ���/l
�/ ����	������ ����(�
		��� ���
���� �
���� �A�	�" 	� 
����	
� ����		
�

��
� -��� ���#�' �� /�

������� �> ?�2��' �(5 ����

����'� &������ &�"2- ����9 � ��!������ !�',����(4 ���2�&#-@�5 ��&6
�'���#- �)��#4 � !�'���"� �� �� ��2� �� '8�='" � !'�'@<- &��� �4 ���-@�5
�' �'� ,2��"'� ��8����7

J��
 � �
�. ��
 �
#����. ������=<�� 	�G�
����		�� )*. �
����
�	
 ��
G	�
� 	� �
������� �� �$ �
���	�� 
A���� -
�������/ 	� ������� 	��
��� ! �	�#� ^0_ �

”
����=��	��“ ���
����� ����������� �
���� �
 
������ ����$ �
#���� ��	�� ��

����		�$ ��� ����
� �������� �
���	
��� ��''��	(����	
" ������. ���=<�" ���
����	
� �
�	
� #����
� �A�	��� I�
� ��
�
� ���'���(�� �������� 
�	�� �� 
�	
�	�$
	� @���� 
������ -��� ���#�'

”
����	�� ��������� “� ^ _/�

4
��� �
 ���$ ����
G�		�$ �$���$ �A�	�� 	� ��$	�� ����		
� ��
� �<����
����� �A�	�� *52: � ����	
 ���G�		
" ����(�". � �
�

" ����
 ���#
	���" �

����	��� 
� 	��� @����	���� �
��A� ��$� J�� ��#
 �����#����� ���
���
���� ���
�
����
��G�		�$ #����	�
�� ! ���
� ����	�� ��� @�
#
 	�
�$
���
 ����	��� 
�	� ��
�
��'���(�" @�
#
 ���
��. �����
��		�= � ������$ BP\[POR ��� `VSNL�

4���� �
#���� �
�G	� �
������� 	� ��$
�� '�"��. � �
�
�$ �
��G���� ����
��(� �
#�A	
���" �����		
#
 �	��#�
��	�� 	� ��
G�		�$ �����$ �� t = T ���
�����	�$ �
��
	�	� �A�	�� ������ � 	
��$ ‖ · ‖Ch

. ‖ · ‖L2,h
� ‖ · ‖W 1

2,h
�

4������ ����� �����(. �
��G�<�� 	
�� ‖ · ‖Ch
�
#�A	
���" ��� �
�	
#
 ��

A�	��. ��������
#
 �����=<��� '�	�(����

u1(t, x1, x2) = sin(2πx1) sin(2πx2)e
t,

u2(t, x1, x2) = sin(2πx1) sin(2πx2)e
−t,

 



ρ(t, x1, x2) = (cos(2πx1) + 3/2)(sin(2πx2) + 3/2)et,

� ������
� #��� pρ = 10 � μ = 0.1�
���� ����7 ! ��''��	(����	
" ������ ���
#
 ����	�� ��� ���	�	�� �A���
"

������� -���/ ���=� ����� ����� 
����	�� 
� 	���. #�	��	�� ���
��� 	� 
�� �
��
�
	�	�� ����
�'�	�(�� ��

��� 	������ 	� ���" #�	�(�. � ��� '�	�(�� ��
�	
���
#�	��	�$ ���
��" 	���

‖g − ln(ρ)‖Ch

τ \ hx =
hy

0.05 %�%�� %�%��� %�%%0��

0.05000 1.533e−001 1.059e−001 9.675e−002 9.525e−002

0.02500 1.206e−001 6.518e−002 5.427e−002 5.302e−002

0.01250 1.044e−001 4.401e−002 2.854e−002 2.745e−002

0.00625 9.611e−002 3.449e−002 1.679e−002 1.423e−002

‖v1 − u1‖Ch

τ \ hx =
hy

0.05 %�%�� %�%��� %�%%0��

0.05000 1.997e−001 1.911e−001 1.912e−001 1.915e−001

0.02500 1.183e−001 1.005e−001 1.011e−001 1.015e−001

0.01250 9.124e−002 4.955e−002 4.982e−002 5.037e−002

0.00625 7.818e−002 2.491e−002 2.475e−002 2.534e−002

‖v2 − u2‖Ch

τ \ hx =
hy

0.05 %�%�� %�%��� %�%%0��

0.05000 3.961e−001 3.539e−001 3.489e−001 3.479e−001

0.02500 2.344e−001 1.920e−001 1.875e−001 1.869e−001

0.01250 1.369e−001 9.970e−002 9.642e−002 9.603e−002

0.00625 8.980e−002 5.271e−002 4.904e−002 4.873e−002

6����(�. ������		�� ��A�. ���� �
����	� � ��������� mf,CQQnOPQo ��	��
10−8 � ���������	�� ����
� ����(�" �%%%�

!�G	�� ��
"���
� )*. ���
���
��		
" �� �
����	�� �����(. �������� ��
������
��� �
����		�� �$
���
��� � �
�	
�� #����
�� �A�	�= � �
���
� τ + h2 � ����	
���
� 	
�� ‖ · ‖Ch

^�_. �
�

� �
����G������ ����������� ������
���	� ��G	�� �������� �
�
� 
 �
�	
��� �
������
#
 �
 )* �A�	��. �
#�� �
�	
�

�A�	�� 	�������	
 � ��
��������� 
(�	�� �
#�A	
��� 
��������=�� J�� �
����	��

����� 	� @�
� �
�
� 	� ������� ����
 ���
����=� ������ 	� ��
G�		�$ �����$�
!��
� 
 �
���� �
�	
��� �A�	��. �
����		
#
 	� ����� � A�#��� τ � h. �������� 	�

�	
��	�� ���	�	�� �#
 �
 	
�� � 
��	��
��$ ����$ � �A�	���. �
����		�� 	� �����
� A�#��� τ/2k � h/2k. #�� k ∈ N � k��� �$
���
��� )* ����. �
 	
�� @�
" ��	
���.

1



)��� �H ��

���

��� �����
. �������� 
(�	�
" �	��� ��� 	
�� ��	
��� ��G�� ���
�	�� � �
�	��
�A�	���� � ��� ���A�. ��� �
��A� ������ k�

4
����G��	�� @�
#
 '���� ������� �
������. ���
�	�� ���
� ����	��� 4
���=�
���
���� @�
 �
G	
. ������ �����=<�= �����(�� !����=��� A�#� τ � h � � R�
"
��
�� �����(� ���
����� 	
�� ��	
��� �A�	��. �
����		
#
 	� ����� Qτ,h. � �A��
	��. �
����		
#
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 �A��� @�� ������� �������� � 
������		
� �
����� J��

� �
�. ��
 @����	�� ����( � ����$ �����" � �������$. �A����$ 	� ������. �������

� �G� 	�"��		�$ �
��
	�� �A�	�� Ŝ� ������. )* �� ���#�'� ���0 ���
��� �
*2: -���/. � ����(��� AV1 � AV2 . @����	�� �
�
�$ 
������=��� � ���
���
��	���
�	���	�" 	�"��		
" �� ���
" ������� -���/ '�	�(�� Ĥ� 6���� )* 	��
��� !'�2��'6
����2<�(��� 8$ �A�	�� ���G� �
G	
 $�	��� � ���� 
�����	�$ ��$ ������
��

& ������� ������ 
�	���� )*. �A�	�� �
�
�$ �<���� �� 
�	
" *52:. �
�
�= 	�
������� �������� 	� ���
��
�����	�� �
��������� ���
��� )*. ��	����G�<�� @�
�
�� ������. ����&��29��(��� 4������ ����$ )* ���G�� �$��� �� ���#�'� ���
��� ����� !�G	�� 
������� )* @�
#
 ������ 
� ������<�$ �������� �
. ��
 � ���	��
	��$ ��#��������
" ������� 
������=��� �����	� ��G�� �
�
" 	�������	�� �	���	��
�� ��$ �
����	�$ �����" �A�	�� Ĥ, V̂1, V̂2� I�� ���	�	�� ����=��� ��	�"	��� 
�	
�
������	
 ����
� 	�������	�$ Ŝ = (Ĥ, V̂1, V̂2)

T � �A�	�= 	� ��G�
� ����		
� ��
�

��



�
���G�� *52:
AŜ = b, -���/

#�� �
@''�(��	�� ����(� A � ���
" ����� b 
������=��� �	���	���� �A�	�� 	�
	�G	�� ��
� S� 9���(� A ��
�	
 ����������� � ��
�	
� ����

⎛
⎝ AHH AHV1 AHV2

AV1H AV1V1 AV1V2

AV2H AV2V1 AV2V2

⎞
⎠

⎛
⎝ Ĥ

V̂1

V̂2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ bH

bV1

bV2

⎞
⎠ . -���/

&�G��� ��
�� ����(� A �
��G�� 
��	� �	
#
 	�����$ @����	�
�H 
����	��� 
�
	��� ����=��� @����	�� ����(�. �
�
�� ����=��� �
@''�(��	���� ��� 	�������	�$
Ĥ. V̂1 � V̂2. �
�
�� �������=� � ���
�����(�� �

��������=<�#
 ���	�	�� ��''��	�
(����	
" ������� � �����������
" �
���� j���
 ����$ 
����	�$ 
� 	��� @����	�
�
��� �=�
" )* �� ��������� �����
�
 ��	�A� � . #�� � u�v+� ����� � h ����
 �����"
����
� Ŝ. � + p ����
 �
��� �� �������
���	
#
 	��
� ���
�

(m1,m2), (m1 ± 1,m2), (m1,m2 ± 1), (m1 ± 1,m2 ± 1), -���/

�	���	�� Ŝ � �
�
�$ �
#�� ���� ���
���
��	� �� ���
�����(��$� ! �
 G� ����
����
 ���
� ����� ��	
 ����� ]. �
�

� ����� �
��
� M1M2. � ��<�����		
 �����
A��� ����
 � � 6���� ����(� 	�����=��� ����	
 ���G�		��� � ��� �A�	�� *52:
� @���� ����(��� ����
��	� ���(����	�� ��#
���� �A�	���

!�G	�� ������
� ���G�		
" ����(� ���G�� A��	� �� ��	�� ^0_� 9���(�
A 	�����=� (2q + 1)����#
	���	
" ��� ���=<�" ��	�
�	�= �������. ���� aij = 0
�� |i − j| > q� *�

��� �A�	�� ����� � ��	�
�	��� ����(��� ����	
 ������� 
�
A��	� ��	��H ��� 
	� ��	�A�. ��� ������ ��
��=� ��#
����� 4� ����	�� �
����
	�������	�$ � ����
� Ŝ � ����

Ĥ0, Ĥ1, . . . ĤM (V̂1)0 (V̂1)1, . . . (V̂1)M , (V̂2)0 (V̂2)1, . . . (V̂2)M ,

A��	� ��	�� ����� �
���� M . �
��
���� � 
�	
 ���	�	�� �$
��� � 	�	������� �
@'�
'�(��	���� 	�������	�� �� �����	�$ �����" ����
� Ŝ� k��� G� ������ �����=<�"
�
��
� 	�������	�$

Ĥ0, (V̂1)0, (V̂2)0, Ĥ1, (V̂1)1, (V̂2)1, . . . ĤM , (V̂1)M , (V̂2)M . -���/

� �

��������=<�= 	����(�= ���
�. �
 A��	� ��	�� 
���������� �
����min(M1, M2).
��
 ���
��� � ��<�����		
�� ���
�	�= ��

��� �A�	�� *52:� ����	
 	����(��
���
� �
�
����� �����=<�� 
���
�� ?��������� 	����	�A�� �	���	�� 
�	
" �
��
�
	�	�� ��
"	
#
 �	����� ���� � �
����
������	
 	����=��� ��� ����. ���=<�� ����
�
��
G	�� �	���	�� ��#
" �
��
	�	��� 4
��� ��#
 ����� �
��
	�	�� �������������
	� ���	�(� � �	
�� �
��$
��� ����
 ���$ ���
� �
 ��

" �
��
	�	��� 8 ��� ������
!��
 �
��
	�	��. �
�
�= '�����=�. ����=��� ������� ���. ��
�� A��	� ��	��
���� 	����	�A�"�

i�	�	�� �	���	�" 	�������	�$ 	� ����		
� ��
� ��� 	����������$ )* ��
�	��

#�	��
������ � ���� 
�	
#
 ������� ����	
��� �
���� 3M �

4
��� �A�	�� )* �� ����$ ��$ �����
� 
��<���������� ����� �A�	�� *52:
$
�� � � ����	
���G�		��� ����(���. 	
 � �
����
�	
 �
��A
" A��	
" ��	���

��



9��
�� �A�	�� ����$ ������ 
�	
��	� 	� ���
���
��	�� ���
 ����$ ���
�
� ^+_.
������
��		�$ �
� ��	�
�	�= ������� ����(. ���
 	� ����(�
		
� ���
�� ���
�
��G�		�$ #����	�
� ^�_� 8��
���
��	�� 	���	�$ )* ��������� (��� ���������� 
�
���
�	
" ���
"���
���. ����=<�"�� 	�����	���� ��
"���
� ��	�$ )*� J�� @�
#
 �
��	
��	�$ ���
�����(��$ ���������	
 ���
����=��� �	���	�� �A�	�� � ��$	�#

��
�. 	
 ���. ��
�� �
����=<���� *2: ���� ��	�"	��� -��� ������ �
����
������	�$
)* @�
 ���
��� ���
�	����� �
���
 �� 
������		
� �
���� �A�	�� *52:/� ��	��

���
���
��� ����$ ���
�
� ��<�����		
 ����A��� ������ ��� �
���� �A�	�� �

��	�� )*. �
�
�� $��������=��� ����
� ��'���������$ 
���(�". �������$ ���

������	�� �A�	�� 	� 
����	
� ��
�. �
�
(�
	���	�� ����� ���
� 	� ����		
�
��
�� 4
@�
�� � ��
�� )* ��� �����	 ���(����	�" ����	 A"'�'�� �(� )* ^0_�

?!����2����7 )* 	��������� A"'�'�� �'5. ���� ���
�	�	� �����=<�� ��� ���
�
����

�� )* �������� ������
�	
 ���
"���
"�
�� j���
 ��'���������$ 
���(�" �� ���$
�� 
� ��
� � ��
= �
�
(�
	���	


����� 	�������	�$�
j���
 ���
��	�� �� ���
#
 ��	��� 
������=� �
 ���
��� ��
"���
��� ����

τ ≤ C ln(
1

h
).

j������" ����� �$�� ��������� �
������=� @�
	
���	�� )*� 8��
�������� �
��������� )* ����
 	�����=� �$����� � ���@�!29-@����9 '!����'����� 8���
���
���
���� �
�
�	�" �
�$
� ��� �
��
�	�� @�
	
���	�$ )* ��	����G�� w	�	�

���� �	 ����� ����
G�� �#
 ��� 	����(�
	�	
#
 ���	�	�� ����
�
�
�	
���� J��
)* @�
#
 ������ ������� ��
�������� 
�
�	
���� �$
���
��� � ���
"���
��� � ������
#����
��� �
�	�$ �A�	�"� ��	��
 �� ����	
 �
�������$ A�#�$ ����� �A�	�� @��$
)* ����
 ��A� ��������		
 �
$
G� 	� �
�	�� �A�	��� I�
 �����	
 � ���. ��
 ���
��<����	�� ��	
��	�$ 
����

� ���
����=��� �
�
�	�����	�� ���#�����. �
�
��
����	
 ����=� 	� �
�	
��� ���
�����(�� -'
����	
 	� ��	�� �� �
��
�/�

��� )"��� ��� ln(ρ) � '�	����	��� ��	
�����

J�� �
��
�	�� ��	
��	
" �$���. ��� �
�

" ���
��������� ���
�	����� ���
��� �
�
�
G�����	
��� '�	�(�� ��
�	
���. ������� -���/ ��
�������� � ����

∂g

∂t
+

1

2

s∑
k=1

(
uk

∂g

∂xk
+

∂ukg

∂xk
+ (2− g)

∂uk
∂xk

)
= f0,

∂uk
∂t

+
1

3

(
uk

∂uk
∂xk

+
∂u2k
∂xk

)
+

1

2

s∑
m=1,m�=k

(
um

∂uk
∂xm

+
∂umuk
∂xm

− uk
∂um
∂xm

)
+ p′ρ(ρ)

∂g

∂xk
=

=
μ

ρ

⎛
⎝4

3

∂2uk
∂x2k

+
s∑

m=1,m�=k

(
∂2uk
∂x2m

+
1

3

∂2um
∂xk∂xm

)⎞
⎠+ fk, k = 1, . . . , s,

p = p(ρ), g = lnρ.
-��0/

4���� ����� ���
#
 ���	�	�� ������� -��0/ ��	� '�	�(�� f0. �
�
�� � ������
�� -���/ �������� �
G������		�� 	����� ��	��
 � (���$ 
������ �
#��� � �
����

��



��
��������$ 
(�	
� �
�	
��� �����		�$ ���
�
� ��
�	
 ����� ����� �����. 
��
����=<�� �
�	��� #������� �A�	����. ���G�		��� ���� @����	��	�� '�	�(���
6���$ ����
� ��� ������ -���/�-���/ 	� ������	
� 4
@�
�� �
�����=� �����=<�� 
��
��
�� ����=� ��� #�����$ '�	�(�" (ρ,u). 
���������$ ���� @������	�� '�	�(���
4� @�
� '�	�(�� u �
�G	� ��
�����
��� #�	��	
�� ���
��= -���/� 4
������� @��
'�	�(�� � ���	�	�� -��0/. �������=� '�	�(�� fk -Ru%.� � � .\/. �� �
�
�$ ��� (ρ,u)
�������� �A�	��� ������� -��0/� 6�� �����. �
�������� 	�����	
������� ������. ����
=<�� �
�	
� #����
� �A�	���

*��
�	�= '�	�(�=. ����=<�= ��	
��	
� �����G�	�� ��� ��
�	
��� ρ. 
�
�	����
H� 2	��
#��	
. ��	
��	�� �	��
#� '�	�(�" g � u 
�
�	���� G � V �

��������		
�
?�	�(�� H. G � V ����� ������� ����		��� 	� ����� Ω̄h̄� J�� �
���� �����		
#
 �A��
	�� ������ -��0/.-���/.-���/ �����#����� ���
���
���� ��H

Gt + 0.5
s∑

k=1

(
VkĜ0

xk

+ (VkĜ)0
xk

+ 2(V̂k)0
xk

−G(Vk)0
xk

)
= τη

s∑
k=1

(ΦskĜxk
)x̄k

+ f0, x ∈ Ωh̄;

-�� /

Gt + 0.5
(
(VkĜ)xk

+ 2(V̂k)xk
−G(Vk)xk

)
−

−0.5hk

(
(GVk)

+1k
xkx̄k

− 0.5(GVk)
+2k
xkx̄k

+ (2−G) ((Vk)
+1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
+2k
xkx̄k

)
)
=

=
2τηΦsk

hk
Ĝxk

+ f0, x ∈ γ−k , k = 1, . . . , s;

-��1/

Gt + 0.5
(
(VkĜ)x̄k

+ 2(V̂k)x̄k
−G(Vk)x̄k

)
+

+0.5hk

(
(GVk)

−1k
xkx̄k

− 0.5(GVk)
−2k
xkx̄k

+ (2−G) ((Vk)
−1k
xkx̄k

− 0.5Vk)
−2k
xkx̄k

)
)
=

= −2τηΦs̄k

hk
Ĝx̄k

+ f0, x ∈ γ+k , k = 1, . . . , s.

-��+/

(Vk)t +
1
3

(
Vk(V̂k)0

xk

+ (VkV̂k)0
xk

)
+ 1

2

s∑
m=1,m�=k

(
Vm(V̂k)0

xm
+ (VmV̂k)0

xm
− Vk(Vm)0

xm

)
+

+p′ρ(eG)Ĝ0
xk

= μ̃

(
4
3(V̂k)xkx̄k

+
s∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
−

−(μ̃− μe−G)

(
4
3(Vk)xk x̄k

+
s∑

m=1,m�=k

(Vk)xmx̄m

)
+

μe−G

3

s∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ fk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, . . . , s.
-���%/

#�� μ̃ = μ‖e−G‖C . � '�	�(�� ��	� Φ = H ≡ eG ��� Φ = V 2�
!�����	� η �������� �
�
G�����	
" �
	���	�
"� k� �	���	�� �
�������� @������

��	����	
� J��
 � �
�. ��
 � ��	
��	
" �$��� ���
���
��	� (�	����	�� ��	
��� �

�
���	����		�� �����		��. ��
 ���
��� � �
����	�= 
�(����(�" � �����		
#
 ��
A�	�� � 
����	
��� �
��� ����� �
�	
#
 �A�	�� ��''��	(����	
" ������� 6����
�$��� 	�����=� 	��
	
�
		���� : 	��
	
�
		�$ �$�� ����
 ��G��
 �
�
���� �	��
��� �
����		
#
 ��	
��	
#
 �A�	�� � �
@�
�� 
� 	��
	
�
		
��� �$��� ��������
������������ ���	 �� ��
�
�
� �#������ 
�(����(�� ���
�������� � �$��� -�� /�-���%/�
�	 	��������� �����	�� ���������		
" ����
���. ����	�� �
�

" �#�������� �	����
	��� η� ��	�� �� �
��
G	�$ ����	�" ��������� �������� 
������	�� 
�������	
#


�0



�	���	�� @�
#
 �������. �� �
�

� 
�(����(�� �
����=�. 	
 � �
 G� ���� ������
����		�� ����
��� �<� 	� ����	
 �#��G����� �
����		
� �<�	��. ����G�� �#
 �
����	��
� 
������$ ���
#
 ����	�	�� -	�����. � 
����	
��� ����
� ��� �
#�	��
��/�

! �������� �	���	�" ��	
��	
#
 �A�	�� 	� 	����
� ��
� ������ �
��(�� 	� �����
Ω̄h '�	�(�" ln(ρ0) � u0H

G0 = ln(ρ0), V0 = u0, x ∈ Ω̄h. -����/

*$��� -�� /�-����/ ���$��
"	��� I�
 
�	�����. ��
 �� ������	
� �A�	�� 	� n�
�
����		
� ��
� �A�	�� 	� (n+ 1)�
� 
���������� �� *52:

AŜ = b. -����/

!���
 	�������	�$ Ŝ � ��$��	
� ������ �
������	 �� �	���	�" '�	�(�" G. V 1. V 2
� V 3 	� (n + 1)�
� ����		
� ��
�� ! ��
�� ^�_ �
����	
. ��
 �A�	�� *52: -����/ �
������ ���	�	�� �
��
�	�� p = Cρ ���#�� ��<������� � ���	����		
�

4
��
� ������ 	�������	�$ � ����
� Ŝ �� �A�	�� ������� -����/ 
����������
�� ���
��� ��	�����	
��� A��	� ��	�� ����(� A� J�� �
���G�	�� @�
#
 ���
���
	����(�� ���
� 
��<���������� �����=<�� 
���
�� ������� ���
� ��������� ����.
���=<�" 	����	�A�� �	���	�� ���$ �
���	����		�$ �

��	��� J���� �
����
�������
	
 �����=��� ����. � �
�
�$ � ����= 
����� ������������� 	� �	���	�� A�#� �����
�

��	���. �
�
� ��
�� � � �
����	== 
����� ����� -���� �A����� ������ ��$�
��	��/� 4� @�
�. �
#�� ����	����� ��
�� ����� ��	����� 	����	�A�� �
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�
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(Ĝ(0), V̂ 1(0), V̂ 2(0), V̂ 3(0), Ĝ(1), V̂ 1(1), V̂ 2(1), V̂ 3(1), . . . )T

6��
" ���
 �
����
������	
��� @����	�
� ����
� Ŝ 
����������� ��	�����	�= A��
�	� ��	�� ����(� A�

� �29 ln(ρ) � +�����2<�(�� ��&�'��9��
� �2# �� ��#) !�'�����������() !�������()

J�� 
������	�� �
@''�(��	�
� ����(� A � ����
� b �������� �������� ���	��
	�� �$��� -�� /�-���%/ � �
�
���	
� ����� 4
����� @�� �������� 	� ����� �����	
"
������ � 	������� �	���	���� ��

��� 	� #�	�(� ��� �$��� ��� ���������		
" ����
�
��� -η = 0/ � f0 = 0�

J�� @�
#
 ����A�� ���	�	�� -�� /. ���
����� �	���	�� '�	�(�" � ����$ �����

Gn+1
m1,m2

−Gn
m1,m2

τ
+

1

2

(
V1

n
m1,m2

Gn+1
m1+1,m2

−Gn+1
m1−1,m2

2h1

+
V1

n
m1+1,m2

Gn+1
m1+1,m2

− V1
n
m1−1,m2

Gn+1
m1−1,m2

2h1
+ 2

V1
n+1
m1+1,m2

− V1
n+1
m1−1,m2

2h1

+ V2
n
m1,m2

Gn+1
m1,m2+1 −Gn+1

m1,m2−1

2h2
+

V2
n
m1,m2+1G

n+1
m1,m2+1 − V2

n
m1,m2−1G

n+1
m1,m2−1

2h2

+2
V2

n+1
m1,m2+1 − V2

n+1
m1,m2−1

2h2

)
− Gn

m1,m2

2

(
V1

n
m1+1,m2

− V1
n
m1−1,m2

2h1

+
V2

n
m1,m2+1 − V2

n
m1,m2−1

2h2

)
= 0, x = (m1h1,m2h2) ∈ Ωh,

-����/
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:�	
G�� ���	�	�� -����/ 	� 4τ � ������� �
�
�	�� �� 	�������	�$ �	���	��$
'�	�(�" G � V � ��$	�#
 ��
�� ! ��������� �
����� �����=<�� ���	�	��

4Gn+1
m1,m2

− τ

h1

(
V1

n
m1−1,m2

+ V1
n
m1,m2

)
Gn+1

m1−1,m2
− τ

h2

(
V2

n
m1,m2−1 + V2

n
m1,m2

)
Gn+1

m1,m2−1+

+
τ

h1

(
V1

n
m1+1,m2

+ V1
n
m1,m2

)
Gn+1

m1+1,m2
+

τ

h2

(
V2

n
m1,m2+1 + V2

n
m1,m2

)
Gn+1

m1,m2+1−
−2τ

h1
V1

n+1
m1−1,m2

− 2τ

h2
V2

n+1
m1,m2−1 +

2τ

h1
V1

n+1
m1+1,m2

+
2τ

h2
V2

n+1
m1,m2+1 =

= 4Gn
m1,m2

+ τGn
m1,m2

(
V1

n
m1+1,m2

− V1
n
m1−1,m2

h1
+

V2
n
m1,m2+1 − V2

n
m1,m2−1

h2

)
, x ∈ Ωh.

-����/
2	��
#��	
. ������� ���	�	�� -��1/ � -��+/. ��	
G�� �
����		�� ���	���� 	� 2τ �
������ �
�
�	�� �� ���
��$ �	���	��$ � ��$	�#
 ��
�. �
����� ���	�	�� � #�	���
	�$ �
���$ γ�

2Gn+1
0,m2

+
τ

h1
V1

n
1,m2

Gn+1
1,m2

+
2τ

h1
V1

n+1
1,m2

= 2Gn
0,m2

+
τ

h1
Gn

0,m2
V1

n
1,m2

+

+
2τ

h1

(−2.5Gn
1,m2

V1
n
1,m2

+ 2Gn
2,m2

V1
n
2,m2

− 0.5Gn
3,m2

V1
n
3,m2

+

+(2−Gn
0,m2

)
(−2.5V1

n
1,m2

+ 2V1
n
2,m2

− 0.5V1
n
3,m2

))
, x ∈ γ−1 ,

-����/

2Gn+1
M1,m2

− τ

h1
V1

n
M1−1,m2

Gn+1
M1−1,m2

− 2τ

h1
V1

n+1
M1−1,m2

= 2Gn
M1,m2

− τ

h1
Gn

M1,m2
V1

n
M1−1,m2

−
−2τ

h1

(−2.5Gn
M1−1,m2

V1
n
M1−1,m2

+ 2Gn
M1−2,m2

V1
n
M1−2,m2

−Gn
M1−3,m2

V1
n
M1−3,m2

+

+(2−Gn
M1,m2

)
(−2.5V1

n
M1−1,m2

+ 2V1
n
M1−2,m2

− 0.5V1
n
M1−3,m2

))
, x ∈ γ+1 ,

-���0/

2Gn+1
m1,0

+
τ

h2
V2

n
m1,1G

n+1
m1,1

+
2τ

h2
V2

n+1
m1,1

= 2Gn
m1,0 +

τ

h2
Gn

m1,0V2
n
m1,1+

+
2τ

h2

(−2.5Gn
m1,1V2

n
m1,1 + 2Gn

m1,2V2
n
m1,2 − 0.5Gn

m1,3V2
n
m1,3+

+(2−Gn
m1,0

)
(−2.5V2

n
m1,1 + 2V2

n
m1,2 − 0.5V2

n
m1,3

))
, x ∈ γ−2 ,

-��� /

2Gn+1
m1,M2

− 2τ

h2
V2

n
m1,M2−1G

n+1
m1,M2−1 −

2τ

h2
V2

n+1
m1,M2−1 = 2Gn

m1,M2
− τ

h2
Gn

m1,M2
V2

n
m1,M2−1−

− τ

h2

(−2.5Gn
m1 ,M2−1V2

n
m1,M2−1 + 2Gn

m1,M2−2V2
n
m1,M2−2 − 0.5Gn

m1 ,M2−3V2
n
m1,M2−3+

+(2−Gn
m1,M2

)
(−2.5V2

n
m1,M2−1 + 2V2

n
m1,M2−2 − 0.5V2

n
m1,M2−3

))
, x ∈ γ+2 ,

-���1/

�1



2	��
#��	
 �� ���	�	�" -���%/ �
������(
6 + 4τ μ̃

(
4

h21
+

3

h22

))
V1

n+1
m1,m2

−
(

τ

h1

(
V1

n
m1−1,m2

+ V1
n
m1,m2

)
+

8τ μ̃

h21

)
V1

n+1
m1−1,m2

−

−
(

3τ

2h2

(
V2

n
m1,m2−1 + V2

n
m1,m2

)
+

6τ μ̃

h22

)
V1

n+1
m1,m2−1+

+

(
τ

h1

(
V1

n
m1+1,m2

+ V1
n
m1,m2

)− 8τ μ̃

h21

)
V1

n+1
m1+1,m2

+

+

(
3τ

2h2

(
V2

n
m1,m2+1 + V2

n
m1,m2

)− 6τ μ̃

h22

)
V1

n+1
m1,m2+1−

−3τp′ρ(Hn
m1,m2

)

h1
Gn+1

m1−1,m2
+

3τp′ρ(Hn
m1,m2

)

h1
Gn+1

m1+1,m2
=

= 6V1
n
m1,m2

+
3τ

2h2
V1

n
m1,m2

(
V2

n
m1,m2+1 − V2

n
m1,m2−1

)
+

+6τ

(
μ

Hn
m1,m2

− μ̃

)(
4

3h21

(
V1

n
m1+1,m2

− 2V1
n
m1,m2

+ V1
n
m1−1,m2

)
+

+
1

h22

(
V1

n
m1,m2+1 − 2V1

n
m1,m2

+ V1
n
m1,m2−1

))
+

+
τμ

2Hn
m1,m2

h1h2

(
V2

n
m1+1,m2+1 − V2

n
m1−1,m2+1 − V2

n
m1+1,m2−1 + V2

n
m1−1,m2−1

)
+

+6τf1
n
m1,m2

, x ∈ Ωh,
-���+/(

6 + 4τ μ̃

(
3

h21
+

4

h22

))
V2

n+1
m1,m2

−
(

3τ

2h1

(
V1

n
m1−1,m2

+ V1
n
m1,m2

)
+

6τ μ̃

h21

)
V2

n+1
m1−1,m2

−

−
(

τ

h2

(
V2

n
m1,m2−1 + V2

n
m1,m2

)
+

8τ μ̃

h22

)
V2

n+1
m1,m2−1+

+

(
3τ

2h1

(
V1

n
m1+1,m2

+ V1
n
m1,m2

)− 6τ μ̃

h21

)
V2

n+1
m1+1,m2

+

+

(
τ

h2

(
V2

n
m1,m2+1 + V2

n
m1,m2

)− 8τ μ̃

h22

)
V2

n+1
m1,m2+1−

−3τp′ρ(Hn
m1,m2

)

h2
Gn+1

m1,m2−1 +
3τp′ρ(Hn

m1,m2
)

h2
Gn+1

m1,m2+1 =

= 6V2
n
m1,m2

+
3τ

2h1
V2

n
m1,m2

(
V1

n
m1+1,m2

− V1
n
m1−1,m2

)
+

+6τ

(
μ

Hn
m1,m2

− μ̃

)(
1

h21

(
V2

n
m1+1,m2

− 2V2
n
m1,m2

+ V2
n
m1−1,m2

)
+

+
4

3h22

(
V2

n
m1,m2+1 − 2V2

n
m1,m2

+ V2
n
m1,m2−1

))
+

+
τμ

2Hn
m1,m2

h1h2

(
V1

n
m1+1,m2+1 − V1

n
m1−1,m2+1 − V1

n
m1+1,m2−1 + V1

n
m1−1,m2−1

)
+

+6τf2
n
m1,m2

, x ∈ Ωh.
-���%/
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#
 �A�	�� �����	
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���
����
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�
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� ���
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#
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Gt + 0.5 (V1Ĝ0
x1

+ (V1Ĝ)0
x1

+ (2−G)V1 0
x1

+ V2Ĝ0
x2

+ (V2Ĝ)0
x2

+ (2−G)V2 0
x2

) = f0, x ∈ Ωh,

Gt + 0.5 ((VkĜ)xk
+ (2−G)Vkxk

)− 0.5hk((GVk)
(+1k)
xk x̄k

−
−0.5(GVk)

(+2k)
xkx̄k

+ (2−G) (Vk
(+1k)
xkx̄k

− 0.5Vk
(+2k)
xkx̄k

)) = f0, x ∈ γ−k , k = 1, 2,

Gt + 0.5 ((VkĜ)x̄k
+ (2−G)Vkx̄k

) + 0.5hk((GVk)
(−1k)
xk x̄k

−
−0.5(GVk)

(−2k)
xkx̄k

+ (2−G) (Vk
(−1k)
xkx̄k

− 0.5Vk
(−2k)
xkx̄k

)) = f0, x ∈ γ+k , k = 1, 2.
-����/

Ĥ(Vk)t +
1
3

(
ĤVk(V̂k)0

xk

+ (ĤVkV̂k)0
xk

− V 2
k Ĥ0

xk

)
+

+1
2

2∑
m=1,m�=k

(
ĤVm(V̂k)0

xm
+ (ĤVmV̂k)0

xm
− Vk(ĤVm)0

xm

)
+

+p(Ĥ)0
xk

= μ

(
4
3(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
+

+
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ Ĥfk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.

-����/

! �������� �	���	�" ��	
��	
#
 �A�	�� 	� 	����
� ��
� ������ �
��(�� 	� �����
Ω̄h '�	�(�" ln(ρ0) � u0. � #�	��	�� �	���	�� '�	�(�� ��

��� ��	� 	��=�

��� *"��� � '�	����	��� ��	
����� +u,ln(ρ)- +�
����
������	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -��0/. -���/. -���/ �
G	
 ���
���
���� ���. �
�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� (�	����	�� ��	
���.
� '�	�(�� V � G 	� ��$	�� ��
� �<���� ����� �
����
������	
#
 �A�	�� ��$ *52:H

H(Vk)t +
1
3

(
HVk(V̂k)0

xk

+ (HVkV̂k)0
xk

− V 2
k H0

xk

)
+

+1
2

2∑
m=1,m�=k

(
HVm(V̂k)0

xm
+ (HVmV̂k)0

xm
− Vk(HVm)0

xm

)
+

+p(H)0
xk

= μ

(
4
3(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
+

+
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+Hfk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.

-����/

Gt + 0.5 (V̂1Ĝ0
x1

+ (V̂1Ĝ)0
x1

+ (2−G)V̂1 0
x1

+ V̂2Ĝ0
x2

+ (V̂2Ĝ)0
x2

+ (2−G)V̂2 0
x2
) = f0, x ∈ Ωh,

Gt + 0.5 ((V̂kĜ)xk
+ (2−G)V̂kxk

)− 0.5hk((GVk)
(+1k)
xk x̄k

−
−0.5(GVk)

(+2k)
xkx̄k

+ (2−G) (Vk
(+1k)
xkx̄k

− 0.5Vk
(+2k)
xkx̄k

)) = f0, x ∈ γ−k , k = 1, 2,

Gt + 0.5 ((V̂kĜ)x̄k
+ (2−G)V̂kx̄k

) + 0.5hk((GVk)
(−1k)
xk x̄k

−
−0.5(GVk)

(−2k)
xkx̄k

+ (2−G) (Vk
(−1k)
xkx̄k

− 0.5Vk
(−2k)
xkx̄k

)) = f0, x ∈ γ+k , k = 1, 2.
-����/

! �������� �	���	�" ��	
��	
#
 �A�	�� 	� 	����
� ��
� ������ �
��(�� 	� �����
Ω̄h '�	�(�" ln(ρ0) � u0. � #�	��	�� �	���	�� '�	�(�� ��

��� ��	� 	��=�
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��# *"��� � '�	����	��� ��	
����� ��� ln(ρ) +��������	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -��0/. -���/. -���/ �
G	
 ���
���
���� ���. �
�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� (�	����	�� ��	
���.
� '�	�(�� G � V 	� ��$	�� ��
� �<���� ����� �A�	�� ��$ *52:. �
����
������	
���
�A�	�� �
�
�$ �
���
��	��H

Gt + 0.5 (V1Ĝ0
x1

+ (V1Ĝ)0
x1

+ (2−G)V1 0
x1

+ V2Ĝ0
x2

+ (V2Ĝ)0
x2

+ (2−G)V2 0
x2

) = f0, x ∈ Ωh,

Gt + 0.5 ((VkĜ)xk
+ (2−G)Vkxk

)− 0.5hk((GVk)
(+1k)
xk x̄k

−
−0.5(GVk)

(+2k)
xkx̄k

+ (2−G) (Vk
(+1k)
xkx̄k

− 0.5Vk
(+2k)
xkx̄k

)) = f0, x ∈ γ−k , k = 1, 2,

Gt + 0.5 ((VkĜ)x̄k
+ (2−G)Vkx̄k

) + 0.5hk((GVk)
(−1k)
xk x̄k

−
−0.5(GVk)

(−2k)
xkx̄k

+ (2−G) (Vk
(−1k)
xkx̄k

− 0.5Vk
(−2k)
xkx̄k

)) = f0, x ∈ γ+k , k = 1, 2.
-����/

H(Vk)t +
1
3

(
HVk(V̂k)0

xk

+ (HVkV̂k)0
xk

− V 2
k H0

xk

)
+

+1
2

2∑
m=1,m�=k

(
HVm(V̂k)0

xm
+ (HVmV̂k)0

xm
− Vk(HVm)0

xm

)
+

+p(H)0
xk

= μ

(
4
3(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
+

+
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+Hfk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
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! �������� �	���	�" ��	
��	
#
 �A�	�� 	� 	����
� ��
� ������ �
��(�� 	� �����
Ω̄h '�	�(�" ln(ρ0) � u0. � #�	��	�� �	���	�� '�	�(�� ��

��� ��	� 	��=�

��. )"��� ��� ln(ρ) � 
�	
��

		��� ��	
�����

J�� �
��
�	�� ��	
��	
" �$��� � �����	
� ������ � 
�	
��

		��� ��	
�����.
	������		��� �
��� �
�
��. ����A�� ������� -���/ � ����

∂g

∂t
+ u1

∂g

∂x1
+ u2

∂g

∂x2
+

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

= 0,

∂uk
∂t

+ u1
∂uk
∂x1

+ u2
∂uk
∂x2

+ p′ρ(ρ)
∂g

∂xk
=

=
μ

ρ

⎛
⎝4

3

∂2uk
∂x2k

+
2∑

m=1,m�=k

(
∂2uk
∂x2m

+
1

3

∂2um
∂xk∂xm

)⎞
⎠+ fk, k = 1, 2,

p = p(ρ), g = lnρ.

-��� /

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -��� /. -���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ��H

Gt + δ1{Ĝ, V1}+ δ2{Ĝ, V2}+ (V̂1)0
x1

+ (V̂2)0
x2

= 0, x ∈ Ωh̄; -���1/

Gt + V̂kxk
= 0, x ∈ γ−k , k = 1, 2; -���+/

Gt + V̂kx̄k
= 0, x ∈ γ+k , k = 1, 2; -���%/

��



(Vk)t + δ1{V̂k, V1}+ δ2{V̂k, V2}+ p̃′ρ(eG)Ĝ0
xk

= μ̃

(
4
3(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
−

−(μ̃− μe−G)

(
4
3(Vk)xk x̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(Vk)xmx̄m

)
+

μe−G

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ fk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
-����/

#�� μ̃ = μ‖e−G‖C �
4������ �	����	�= ������ ���	�	�" ��	
��	
" �$��� -���1/�-����/�

Gn+1
m1,m2

−Gn
m1,m2

τ
− |V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

2h2
Gn+1

m1,m2−1−

−|V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

2h1
Gn+1

m1−1,m2
+

( |V1
n
m1,m2

|
h1

+
|V2

n
m1,m2

|
h2

)
Gn+1

m1,m2
+

+
V1

n
m1,m2

− |V1
n
m1,m2

|
2h1

Gn+1
m1+1,m2

+
V2

n
m1,m2

− |V2
n
m1,m2

|
2h2

Gn+1
m1,m2+1+

+
V1

n+1
m1+1,m2

− V1
n+1
m1−1,m2

2h1
+

V2
n+1
m1,m2+1 − V2

n+1
m1,m2−1

2h2
= 0, x ∈ Ωh,

-����/

Gn+1
0,m2

−Gn
0,m2

τ
+

V1
n+1
1,m2

− V1
n+1
0,m2

h1
= 0, 0 < m2 < M2,

Gn+1
m1,0

−Gn
m1,0

τ
+

V2
n+1
m1,1

− V2
n+1
m1,0

h2
= 0, 0 < m1 < M1,

Gn+1
M1,m2

−Gn
M1,m2

τ
+

V1
n+1
M1,m2

− V1
n+1
M1−1,m2

h1
= 0, 0 < m2 < M2,

Gn+1
m1,M2

−Gn
m1,M2

τ
+

V2
n+1
m1,M2

− V2
n+1
m1,M2−1

h2
= 0, 0 < m1 < M1,

-����/

V1
n+1
m1,m2

− V1
n
m1,m2

τ
− |V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

2h2
V1

n+1
m1,m2−1−

−|V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

2h1
V1

n+1
m1−1,m2

+

( |V1
n
m1,m2

|
h1

+
|V2

n
m1,m2

|
h2

)
V1

n+1
m1,m2

+

+
V1

n
m1,m2

− |V1
n
m1,m2

|
2h1

V1
n+1
m1+1,m2

+
V2

n
m1,m2

− |V2
n
m1,m2

|
2h2

V1
n+1
m1,m2+1+

+p′ρ(e
Gn

m1,m2 )
Gn+1

m1+1,m2
−Gn+1

m1−1,m2

2h1
=

= μ̃

(
4

3

V1
n+1
m1−1,m2

− 2V1
n+1
m1,m2

+ V1
n+1
m1+1,m2

h21
+

V1
n+1
m1,m2−1 − 2V1

n+1
m1,m2

+ V1
n+1
m1,m2+1

h22

)
−

−(μ̃− μe−Gn
m1,m2 )

(
4

3

V1
n
m1−1,m2

− 2V1
n
m1,m2

+ V1
n
m1+1,m2

h21
+

+
V1

n
m1,m2−1 − 2V1

n
m1,m2

+ V1
n
m1,m2+1

h22

)
+

+
μ

3
e−Gn

m1,m2
V2

n
m1−1,m2−1 − V2

n
m1−1,m2+1 − V2

n
m1+1,m2−1 + V2

n
m1+1,m2+1

4h1h2
+ f1

n+1
m1,m2

, x ∈ Ωh,

-����/

��



V2
n+1
m1,m2

− V2
n
m1,m2

τ
− |V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

2h2
V2

n+1
m1,m2−1−

−|V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

2h1
V2

n+1
m1−1,m2

+

( |V1
n
m1,m2

|
h1

+
|V2

n
m1,m2

|
h2

)
V2

n+1
m1,m2

+

+
V1

n
m1,m2

− |V1
n
m1,m2

|
2h1

V2
n+1
m1+1,m2

+
V2

n
m1,m2

− |V2
n
m1,m2

|
2h2

V2
n+1
m1,m2+1+

+p′ρ(e
Gn

m1,m2 )
Gn+1

m1,m2+1 −Gn+1
m1,m2−1

2h2
=

= μ̃

(
V2

n+1
m1−1,m2

− 2V2
n+1
m1,m2

+ V2
n+1
m1+1,m2

h21
+

4

3

V2
n+1
m1,m2−1 − 2V2

n+1
m1,m2

+ V2
n+1
m1,m2+1

h22

)
−

−(μ̃− μe−Gn
m1,m2 )

(
V2

n
m1−1,m2

− 2V2
n
m1,m2

+ V2
n
m1+1,m2

h21
+

+
4

3

V2
n
m1,m2−1 − 2V2

n
m1,m2

+ V2
n
m1,m2+1

h22

)
+

+
μ

3
e−Gn

m1,m2
V1

n
m1−1,m2−1 − V1

n
m1−1,m2+1 − V1

n
m1+1,m2−1 + V1

n
m1+1,m2+1

4h1h2
+ f2

n+1
m1,m2

, x ∈ Ωh,

-����/
:��	�	�� -����/�-����/ 
����=� *52:. �A�� �
�
�= 	�$
��� ���
�	
� �A�	��

	� 
����	
� ����		
� ��
��
8� ��	
��	
#
 ���	�	�� -����/ �
������ �����=<�� ��#��������
� ���	�	�� ���

���$ �	���		�$ ���
�

ag;G00 ·Gn+1
m1,m2

+ ag;GR0 ·Gn+1
m1+1,m2

+ ag;GL0 ·Gn+1
m1−1,m2

+ ag;G0R ·Gn+1
m1,m2+1+

+ag;G0L ·Gn+1
m1,m2−1 + ag;V 1R0 · V1

n+1
m1+1,m2

+ ag;V 1L0 · V1
n+1
m1−1,m2

+

+ag;V 20R · V2
n+1
m1,m2+1 + ag;V 20L · V2

n+1
m1,m2−1 = bg,

-���0/
#�� �
@''�(��	�� 
������=��� �
 '
�����

ag;G00 = 1 + τ
h1
|V 100| + τ

h2
|V 200|,

ag;GR0 = τ
2h1

(V 100 − |V 100|),
ag;GL0 = − τ

2h1
(V 100 + |V 100|),

ag;G0R = τ
2h2

(V 200 − |V 200|),
ag;G0L = − τ

2h2
(V 200 + |V 200|),

ag;V 1R0 = τ
2h1

,

ag;V 1L0 = − τ
2h1

,

ag;V 20R = τ
2h2

,

ag;V 20L = − τ
2h2

,

bg = g00.

-��� /

8� ��	
��	
#
 ���	�	�� -����/ �
������

av1;V 100 · (V1)
n+1
m1,m2

+ av1;V 1R0 · (V1)
n+1
m1+1,m2

+ av1;V 1L0 · (V1)
n+1
m1−1,m2

+

+av1;V 10R · (V1)
n+1
m1,m2+1 + av1;V 10L · (V1)

n+1
m1,m2−1+

+av1;GR0 ·Gn+1
m1+1,m2

+ av1;GL0 ·Gn+1
m1−1,m2

= bv1,

-���1/

��



#��

av1;V 100 = 1 + τ
h1
|V 100|+ τ

h2
|V 200| + τ μ̃

(
8

3h2
1
+ 2

h2
2

)
,

av1;V 1R0 = τ
2h1

(V 100− |V 100|) − 4τμ̃
3h2

1
,

av1;V 1L0 = − τ
2h1

(V 100 + |V 100|) − 4τμ̃
3h2

1
,

av1;V 10R = τ
2h2

(V 200− |V 200|) − τμ̃
h2
2
,

av1;V 10L = − τ
2h2

(V 200 + |V 200|) − τμ̃
h2
2
,

av1;GR0 =
τp′ρ
2h1

,

av1;GL0 = − τp′ρ
2h1

,

bv1 = V 100 + τ
( μ
eg00

− μ̃
) (

4
3h2

1
(V 1R0− 2V 100 + V 1L0) + 1

h2
2
(V 10R − 2V 100 + V 10L)

)
+

+ τμ
12eg00h1h2

(V 2RR− V 2RL− V 2LR + V 2LL) + τf1.

-���+/
2	��
#��	
 ������������ � ��	
��	
� ���	�	�� -����/�

��/ )"��� � 
�	
��

		��� ��	
����� ��� (ln(ρ), u) +�
����
�������
	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -��� /.-���/. -���/ �
G	
 ���
���
���� ��. �

�
�

" �	����� 	�$
����� '�	�(�� G. � ����� '�	�(�� V1 � V2H

Gt + δ1{Ĝ, V1}+ δ2{Ĝ, V2}+ (V1)0
x1

+ (V2)0
x2

= 0, x ∈ Ωh̄; -���%/

Gt + Vkxk
= 0, x ∈ γ−k , k = 1, 2; -����/

Gt + Vkx̄k
= 0, x ∈ γ+k , k = 1, 2; -����/

Ĥ(Vk)t + δ1{V̂k, ĤV1}+ δ2{V̂k, ĤV2}+ p(Ĥ)0
xk

= μ

(
4
3 (V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
+

+
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ Ĥfk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
-����/

��0 )"��� � 
�	
��

		��� ��	
����� ��� (u, ln(ρ)) +�
����
�������
	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -��� /.-���/. -���/ �
G	
 ���
���
���� ��. �

�
�

" �	����� 	�$
����� '�	�(�� V1 � V2. � ����� '�	�(�� GH

H(Vk)t + δ1{V̂k,HV1}+ δ2{V̂k,HV2}+ p(H)0
xk

= μ

(
4
3 (V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
+

+
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+Hfk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
-����/

��



Gt + δ1{Ĝ, V̂1}+ δ2{Ĝ, V̂2}+ (V̂1)0
x1

+ (V̂2)0
x2

= 0, x ∈ Ωh̄; -����/

Gt + V̂kxk
= 0, x ∈ γ−k , k = 1, 2; -���0/

Gt + V̂kx̄k
= 0, x ∈ γ+k , k = 1, 2; -��� /

��1 )"��� � 
�	
��

		��� ��	
����� ��� ln(ρ) +��������	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -��� /.-���/. -���/ �
G	
 ���
���
���� ��. �
 �
�
�

" ������� ��� 
������	�� '�	�(�" G � V̄ �
#�� �A����� � �
���
��	
� �
����H

Gt + δ1{Ĝ, V1}+ δ2{Ĝ, V2}+ (V1)0
x1

+ (V2)0
x2

= 0, x ∈ Ωh̄; -���1/

Gt + Vkxk
= 0, x ∈ γ−k , k = 1, 2; -���+/

Gt + Vkx̄k
= 0, x ∈ γ+k , k = 1, 2; -���%/

H(Vk)t + δ1{V̂k,HV1}+ δ2{V̂k,HV2}+ p(H)0
xk

= μ

(
4
3 (V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

)
+

+
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+Hfk, x ∈ Ωh̄,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
-����/

���$ )"��� 2�3�)
�
�
�� 45�6��)67�894:57) +�
����
�������
	��-

*��
�	�� '�	�(�� V. �����G�=<�� '�	�(�= ����
� ��

��� u. 
���������� � ���
��$ ����� Q̄τh̄. � �	���	�� '�	�(�� H. �����G�=<�" '�	�(�= ��
�	
��� ρ. �<���� �

����$ ����� Q
1/2

τh̄
�
 �����=<�" �$���. ���
������=<�" ������� -���/

Ht + (σ1{Ĥ, V1s2})x1 + (σ2{Ĥ, V2s1})x2 = 0, x ∈ Ω
1/2

h̄
;

(Hs̄1s̄2V1)t + 0, 5(σ1{Ĥs̄2V̂1, V1})x1 + 0, 5(σ1{Ĥs̄2V̂
+11
1 , V1})x̄1+

+0, 5(σ2{Ĥs̄1 V̂2, V1})x2 + 0, 5(σ2{Ĥs̄1 V̂
+12
2 , V1})x̄2 +Grhx1

p(Ĥ) =

= μ
(
4
3(V̂1)x1x̄1 + (V̂1)x2x̄2

)
+

μ

3
(V2)0

x1
0
x2

+ f̂1Ĥs̄1s̄2 , �� Ĥs̄1s̄2 
= 0,

V̂1 = 0, �� Ĥs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄;

(Hs̄1s̄2V2)t + 0, 5(σ1{Ĥs̄2V̂1, V2})x1 + 0, 5(σ1{Ĥs̄2V̂
+11
1 , V2})x̄1+

+0, 5(σ2{Ĥs̄1 V̂2, V2})x2 + 0, 5(σ2{Ĥs̄1 V̂
+12
2 , V2})x̄2 +Grhx2

p(Ĥ) =

= μ
(
(V̂2)x1x̄1 +

4
3(V̂2)x2x̄2

)
+

μ

3
(V1)0

x1
0
x2

+ f̂2Ĥs̄1s̄2 , �� Ĥs̄1s̄2 
= 0,

V̂2 = 0, �� Ĥs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄,

-����/

#��
Grhx1

p(H) =
γ

γ − 1
Hs̄1s̄2((Hs̄2)

γ−1)x̄1 ,

Grhx2
p(H) =

γ

γ − 1
Hs̄1s̄2((Hs̄1)

γ−1)x̄2 ,

��



���� p = ργ . �
Grhx1

p(H) = p(Hs̄2)x̄1 ,

Grhx2
p(H) = p(Hs̄1)x̄2 ,

���� p = Cρ�
! #�	��	�$ ����$ γh̄ �	���	�� '�	�(�� V �����=��� ������	��� �� #�	��	�$

���
��"� ! #�	��	�$ ����$. #�� #�� ������� � 
������. ����=��� �	���	�� ��
�	
���
#���. �
�
�� ���G� ������ �� #�	��	�$ ���
��"�

)��	
��	�� ���	�	�� -����/ -��� ����� ����
��	 �����" ���	�	�� �
��
�	��
���� p = ργ/ � �	�����$ ���=� ���

Hn+1
m1,m2

−Hn
m1,m2

τ
+

+
((Ṽ2)

n
m1,m2+1 − |(Ṽ2)

n
m1,m2+1|)Hn+1

m1,m2+1

2h2
+

((Ṽ1)
n
m1+1,m2

− |(Ṽ1)
n
m1+1,m2

|)Hn+1
m1+1,m2

2h1
+

+

(
1

2h1
((Ṽ1)

n
m1+1,m2

+ |(Ṽ1)
n
m1+1,m2

| − (Ṽ1)
n
m1,m2

+ |(Ṽ1)
n
m1,m2

|)+

+
1

2h2
((Ṽ2)

n
m1,m2+1 + |(Ṽ2)

n
m1,m2+1| − (Ṽ2)

n
m1,m2

+ |(Ṽ2)
n
m1,m2

|)
)
Hn+1

m1,m2
−

−((Ṽ1)
n
m1,m2

+ |(Ṽ1)
n
m1,m2

|)Hn+1
m1−1,m2

2h1
− ((Ṽ2)

n
m1,m2

+ |(Ṽ2)
n
m1,m2

|)Hn+1
m1,m2−1

2h2
= 0,

0 ≤ m1 < M1, 0 ≤ m2 < M2, n ≥ 0.
-����/

�0



(H̃)n+1
m1,m2

V1
n+1
m1,m2

− (H̃)nm1,m2
V1

n
m1,m2

τ
−

−((|V1
n
m1−1,m2

|+ V1
n
m1−1,m2

)H1
n+1
m1−2,m2

+ (|V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

)H1
n+1
m1−1,m2

)V1
n+1
m1−1,m2

4h1
+

+
1

4h1
((|V1

n
m1−1,m2

| − V1
n
m1−1,m2

+ |V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

)H1
n+1
m1−1,m2

+

+(|V1
n
m1+1,m2

|+ V1
n
m1+1,m2

+ |V1
n
m1,m2

| − V1
n
m1,m2

)H1
n+1
m1,m2

)V1
n+1
m1,m2

−
−((|V1

n
m1,m2

| − V1
n
m1,m2

)H1
n+1
m1,m2

+ (|V1
n
m1+1,m2

| − V1
n
m1+1,m2

)H1
n+1
m1+1,m2

)V1
n+1
m1+1,m2

4h1
+

−((|V1
n
m1,m2−1|+ V1

n
m1,m2−1)H2

n+1
m1,m2−2 + (|V1

n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2−1)V2

n+1
m1,m2−1

4h2
+

+
1

4h2
((|V1

n
m1,m2−1| − V1

n
m1,m2−1 + |V1

n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2−1+

+(|V1
n
m1,m2+1|+ V1

n
m1,m2+1 + |V1

n
m1,m2

| − V1
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2

)V2
n+1
m1,m2

−
−((|V1

n
m1,m2

| − V1
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2

+ (|V1
n
m1,m2+1| − V1

n
m1,m2+1)H2

n+1
m1,m2+1)V2

n+1
m1,m2+1

4h2
+

+
γ

γ − 1
H̃n+1

m1,m2

(H1
n+1
m1,m2

)γ−1 − (H1
n+1
m1−1,m2

)γ−1

h1
=

= μ

(
4

3

V1
n+1
m1−1,m2

− 2V1
n+1
m1,m2

+ V1
n+1
m1+1,m2

h21
+

V1
n+1
m1,m2−1 − 2V1

n+1
m1,m2

+ V1
n+1
m1,m2+1

h22

)
+

+
μ

3

V2
n
m1−1,m2−1 − V2

n
m1−1,m2+1 − V2

n
m1+1,m2−1 + V2

n
m1+1,m2+1

4h1h2
+ f1

n+1
m1,m2

(H̃)n+1
m1,m2

,

�� H̃n+1
m1,m2m 
= 0,

V̂1m1,m2
= 0, �� H̃n+1

m1,m2
= 0, x ∈ Ωh̄;

-����/

� 



(H̃)n+1
m1,m2

V2
n+1
m1,m2

− (H̃)nm1,m2
V2

n
m1,m2

τ
−

−((|V2
n
m1−1,m2

|+ V2
n
m1−1,m2

)H1
n+1
m1−2,m2

+ (|V2
n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

)H1
n+1
m1−1,m2

)V1
n+1
m1−1,m2

4h1
+

+
1

4h1
((|V2

n
m1−1,m2

| − V2
n
m1−1,m2

+ |V2
n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

)H1
n+1
m1−1,m2

+

+(|V2
n
m1+1,m2

|+ V2
n
m1+1,m2

+ |V2
n
m1,m2

| − V2
n
m1,m2

)H1
n+1
m1,m2

)V1
n+1
m1,m2

−
−((|V2

n
m1,m2

| − V2
n
m1,m2

)H1
n+1
m1,m2

+ (|V2
n
m1+1,m2

| − V2
n
m1+1,m2

)H1
n+1
m1+1,m2

)V1
n+1
m1+1,m2

4h1
+

−((|V2
n
m1,m2−1|+ V2

n
m1,m2−1)H2

n+1
m1,m2−2 + (|V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2−1)V2

n+1
m1,m2−1

4h2
+

+
1

4h2
((|V2

n
m1,m2−1| − V2

n
m1,m2−1 + |V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2−1+

+(|V2
n
m1,m2+1|+ V2

n
m1,m2+1 + |V2

n
m1,m2

| − V2
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2

)V2
n+1
m1,m2

−
−((|V2

n
m1,m2

| − V2
n
m1,m2

)H2
n+1
m1,m2

+ (|V2
n
m1,m2+1| − V2

n
m1,m2+1)H2

n+1
m1,m2+1)V2

n+1
m1,m2+1

4h2
+

+
γ

γ − 1
H̃n+1

m1,m2

(H2
n+1
m1,m2

)γ−1 − (H2
n+1
m1,m2−1)

γ−1

h2
=

= μ

(
V2

n+1
m1−1,m2

− 2V2
n+1
m1,m2

+ V2
n+1
m1+1,m2

h21
+

4

3

V2
n+1
m1,m2−1 − 2V2

n+1
m1,m2

+ V2
n+1
m1,m2+1

h22

)
+

+
μ

3

V1
n
m1−1,m2−1 − V1

n
m1−1,m2+1 − V1

n
m1+1,m2−1 + V1

n
m1+1,m2+1

4h1h2
+ f2

n+1
m1,m2

(H̃)n+1
m1,m2

,

�� H̃n+1
m1,m2m 
= 0,

V̂2m1,m2
= 0, �� H̃n+1

m1,m2
= 0, x ∈ Ωh̄.

-����/
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(Ṽ1)
n
m1,m2

=
(V1)

n
m1,m2

+ (V1)
n
m1,m2+1

2
, (Ṽ2)

n
m1,m2

=
(V2)

n
m1,m2

+ (V2)
n
m1+1,m2

2
,

(H̃)nm1,m2
=

Hn
m1,m2

+Hn
m1,m2−1 +Hn

m1−1,m2
+Hn

m1−1,m2−1

4
,

(H1)
n
m1,m2

=
Hn

m1,m2
+Hn

m1,m2−1

2
, (H2)

n
m1,m2

=
Hn

m1,m2
+Hn

m1−1,m2

2
. -���0/

4
��
� �������	�" �
 ��	
��	
" �$��� -����/ �����=<�"� *	����� 	� 
����	
�
����		
� ��
� 	�$
����� '�	�(�� Ĥ �� �������. ��������
" ���	�	���� -����/. �
����� �A����� �������. ���������� ���	�	���� -����/ � -����/�

8��
����� 
�
�	���	��. �����		�� � ���#�'� ���. ����A�� ��#��������
� ����
	�	�� ������� 	� Ĥ. �
����=<���� �� ��	
��	
#
 ���	�	�� -����/

ah;H00 ·Hn+1
m1,m2

+ ah;HR0 ·Hn+1
m1+1,m2

+ ah;HL0 ·Hn+1
m1−1,m2

+

+ah;H0R ·Hn+1
m1,m2+1 + ah;H0L ·Hn+1

m1,m2−1 = bh,
-��� /

�1



#�� �
@''�(��	�� 
������=��� �
 '
�����

ah;H00 = 1.+ τ
2h1

(V T1R0 + |V T1R0| − V T100 + |V T100|)+
+ τ

2h2
(V T20R + |V T20R| − V T200 + |V T200|),

ah;HR0 = τ
2h1

(V T1R0− |V T1R0|),
ah;H0R = τ

2h2
(V T20R− |V T20R|),

ah;HL0 = − τ
2h1

(V T100 + |V T100|),
ah;H0L = − τ

2h2
(V T200 + |V T200|),

bh = H00.

-���1/
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����$ -���1/ ���� V T ??? 
�
�	���	� �	���	�� '�	�(�" Ṽ? � �

��������=<�$
����$ A���
	��

������	
 �������� �
��	���. ��� �
	����� @�� ���	�	�� � ��#�	��	�$ ����$
-����$. � �
�
�$ 
�	� �� �

��	�� ��	� ���
 %. ���
 Mk − 1/� ! ���
� �
��
G	
�
������. ���� 	� 	� #�	�(� ������ ���
#
 ���� ����	
 ���
��� ������	�� -���� ��
�

��� �
�
�� ��	� 	��=/. �	���	�� '�	�(�� Ĥ � ����. ��$
��<�� �� ������ �����.
��	
G����� 	� �
@''�(��	�. �
�
�" �
��#����� ��	�� 	��=� 8	��� ��
���� ���
#

���#���
#
 � ���	�	�� �
��
 	��� !
 ��

� ������. ���� #�� ������� � 
������. �
 ���
	�
�$
����� ��� �����
� �	���	�� Ĥ � Vk. � ����$ ��$
��<�$ �� #�	�(� �����. ����
��=��� ������	��� �	���	���� �� ����		�$ #�	��	�$ ���
��"� ! ������ �
��
G	
�
������. �
#�� #�� �������� �� 
������ ���� �����
� #�	�(� ������ ����. �
G	
 �����
����. ��
 �

��������=<�" �
@''�(�	� � ���	�	�� ���G� ��� � ���
� ������ ���	
	��=�

8� ��	
��	
#
 ���	�	�� -����/ �
����=��� �����=<�� ��#���������� ���	�	��
��� ���$ �	���		�$ ���
� ����� Ωh

av1;V 100 · V1
n+1
m1,m2

+ av1;V 1R0 · V1
n+1
m1+1,m2

+ av1;V 1L0 · V1
n+1
m1−1,m2

+

+av1;V 10R · V1
n+1
m1,m2+1 + av1;V 10L · V1

n+1
m1,m2−1 + av1;V 200 · V2

n+1
m1,m2

+

+av1;V 20R · V2
n+1
m1,m2+1 + av1;V 20L · V2

n+1
m1,m2−1 = bv1,

-���+/

#��

av1;V 100 = HT00 + τ
4h1

((−V 1L0 + |V 1L0|+ V 100 + |V 100|)H1L0 +

+ (V 1R0 + |V 1R0| − V 100 + |V 100|)H100) +
+ τ

4h2
((−V 10L+ |V 10L|+ V 100 + |V 100|)H2L0 +

+ (V 10R + |V 10R| − V 100 + |V 100|)H100) + τμ
(

8
3h2

1
+ 2

h2
2

)
,

av1;V 1L0 = − τ
4h1

((V 1L0 + |V 1L0|)H1D0 + (V 100 + |V 100|)H1L0) − 4τμ
3h2

1
,

av1;V 1R0 = − τ
4h1

((−V 100 + |V 100|)H100 + (−V 1R0 + |V 1R0|)H1R0) − 4τμ
3h2

1
,

av1;V 10L = − τμ
h2
2
,

av1;V 10R = − τμ
h2
2
,

av1;V 200 = τ
4h2

(−(V 10L+ |V 10L|+ V 100 + |V 100|)H20L +

+ (−V 100 + |V 100| + V 10R + |V 10R|)H200) ,
av1;V 20L = − τ

4h2
((V 10L+ |V 10L|)H20D + (V 100 + |V 100|)H10L) ,

av1;V 20R = − τ
4h2

((−V 100 + |V 100|)H200 + (−V 10R + |V 10R|)H20R) ,

bv1 = HT00;OLD ∗ V 100− τγ

(γ − 1)h1
H200((H100)γ−1 − (H1L0)γ−1)+

+ τμ
12h1h2

(V 2RR− V 2RL− V 2LR + V 2LL) + τf1HT00.
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! '
����$ -��0%/ ���� ���
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��	� 
�
�	���	��

HT00 = (H̃)n+1
m1,m2

, HT00;OLD = (H̃)nm1,m2
.

8��	��'����
� H1?? � H2?? ����	�=��� ��� �	���	�" '�	�(�" H1 � H2 � ����$
A���
	�� ������	
 �������. ��


H1D0 = (H1)
n+1
m1−2,m2

, H20D = (H2)
n+1
m1,m2−2.

&
@''�(��	�� ���	�	�" -���+/ 	� ���
����=� 	�
������		�$ ������	. ���� � ��
	�#�	��	�$ ����$ ����
���� �$ �	��
#��	
 �
��. ��� @�
 ���
 �����	
 ��A� ���
���	�	�" -��� /�

8� ��	
��	
#
 ���	�	�� -����/ �
����=��� ��#���������� ���	�	��. �	��
#��	��
���	�	��� -���+/�

���� )"��� 2�3�)
�
�
�� 45�6��)67�)%�(�)67 +�
����
�������
	��-

*��
�	�� '�	�(�� V. �����G�=<�� '�	�(�= ����
� ��

��� u. 
���������� � ���
��$ ����� Q̄τh̄. � �	���	�� '�	�(�� H. �����G�=<�" '�	�(�= ��
�	
��� ρ. �<���� �

����$ ����� Q
1/2

τh̄
�
 �����=<�" �$���. ���
������=<�" ������� -���/

Ht + (σ1{Ĥ, V1s2})x1 + (σ2{Ĥ, V2s1})x2 = 0, x ∈ Ω
1/2

h̄
;

Ĥs̄1s̄2V1t + Ĥs̄1s̄2δ1{V̂1, V1}+ Ĥs̄1s̄2δ2{V̂1, V2}+ p(Ĥs̄2)x̄1 =

= μ
(
4
3(V̂1)x1x̄1 + (V̂1)x2x̄2

)
+

μ

3
(V2)0

x1
0
x2

+ f1Ĥs̄1s̄2 , �� Ĥs̄1s̄2 
= 0,

V̂1 = 0, �� Ĥs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄;

Ĥs̄1s̄2V2t + Ĥs̄1s̄2δ1{V̂2, V1}+ Ĥs̄1s̄2δ2{V̂2, V2}+ p(Ĥs̄1)x̄2 =

= μ
(
(V̂2)x1x̄1 +

4
3(V̂2)x2x̄2

)
+

μ

3
(V1)0

x1
0
x2

+ f2Ĥs̄1s̄2 , �� Ĥs̄1s̄2 
= 0,

V̂2 = 0, �� Ĥs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄.

-��0�/

! #�	��	�$ ����$ γh̄ �	���	�� '�	�(�� V �����=��� ������	��� �� #�	��	�$
���
��"� ! #�	��	�$ ����$. #�� #�� ������� � 
������. ����=��� �	���	�� ��
�	
���
#���. �
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��"�

4
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�
�	
��� �
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� �	�����$ ��A� ��� ���$ 
����A�$�� ���	�	�"�

(H̃)n+1
m1,m2

(
(V1

n+1
m1,m2

− V1
n
m1,m2

τ
− |V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

2h2
V1

n+1
m1,m2−1−

−|V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

2h1
V1

n+1
m1−1,m2

+

( |V1
n
m1,m2

|
h1

+
|V2

n
m1,m2

|
h2

)
V1

n+1
m1,m2

+

+
V1

n
m1,m2

− |V1
n
m1,m2

|
2h1

V1
n+1
m1+1,m2

+
V2

n
m1,m2

− |V2
n
m1,m2

|
2h2

V1
n+1
m1,m2+1

)
+

+
p(H1

n+1
m1,m2

)− p(H1
n+1
m1−1,m2

)

h1
=

= μ

(
4

3

V1
n+1
m1−1,m2

− 2V1
n+1
m1,m2

+ V1
n+1
m1+1,m2

h21
+

V1
n+1
m1,m2−1 − 2V1

n+1
m1,m2

+ V1
n+1
m1,m2+1

h22

)
+

+
μ

3

V2
n
m1−1,m2−1 − V2

n
m1−1,m2+1 − V2

n
m1+1,m2−1 + V2

n
m1+1,m2+1

4h1h2
+ f1

n+1
m1,m2

(H̃)n+1
m1,m2

,

�� H̃n+1
m 
= 0,

V̂1m1,m2
= 0, �� H̃n+1

m1,m2
= 0; x ∈ Ωh.

-��0�/

(H̃)n+1
m1,m2

(
(V2

n+1
m1,m2

− V2
n
m1,m2

τ
− |V2

n
m1,m2

|+ V2
n
m1,m2

2h2
V2

n+1
m1,m2−1−

−|V1
n
m1,m2

|+ V1
n
m1,m2

2h1
V2

n+1
m1−1,m2

+

( |V1
n
m1,m2

|
h1

+
|V2

n
m1,m2

|
h2

)
V2

n+1
m1,m2

+

+
V1

n
m1,m2

− |V1
n
m1,m2

|
2h1

V2
n+1
m1+1,m2

+
V2

n
m1,m2

− |V2
n
m1,m2

|
2h2

V2
n+1
m1,m2+1

)
+

+
p(H2

n+1
m1,m2

)− p(H2
n+1
m1,m2−1)

h2
=

= μ

(
V2

n+1
m1−1,m2

− 2V2
n+1
m1,m2

+ V2
n+1
m1+1,m2

h21
+

4

3

V2
n+1
m1,m2−1 − 2V2

n+1
m1,m2

+ V2
n+1
m1,m2+1

h22

)
+

+
μ

3

V1
n
m1−1,m2−1 − V1

n
m1−1,m2+1 − V1

n
m1+1,m2−1 + V1

n
m1+1,m2+1

4h1h2
+ f2

n+1
m1,m2

(H̃)n+1
m1,m2

,

�� H̃n+1
m 
= 0,

V̂2m1,m2
= 0, �� H̃n+1

m1,m2
= 0; x ∈ Ωh.

-��0�/
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��
� �A����� *52:. �A�	��� �
�

" �������� ���
�	�� '�	�(�� ��
�	
��� Hn+1.
� ����� � �=�
� �
���� �A�=��� *52:. �
�
�� ����=� '�	�(�� V n+1

1 � V n+1
2 � 4
�

����	�� ��� ������� �
G	
 �A��� 	��������
�
8� ��	
��	
#
 ���	�	�� -��0�/ �
����=��� �����=<�� ��#���������� ���	�	��

��� ���$ �	���		�$ ���
� ����� Ωh

av1;V 100 · V1
n+1
m1,m2

+ av1;V 1R0 · V1
n+1
m1+1,m2

+ av1;V 1L0 · V1
n+1
m1−1,m2

+

+av1;V 10R · V1
n+1
m1,m2+1 + av1;V 10L · V1

n+1
m1,m2−1 = bv1,

-��0�/
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#��

av1;V 100 = HT00(1 + τ
h1
|V 100| + τ

h2
|V 200|) + τμ

(
8

3h2
1
+ 2

h2
2

)
,

av1;V 1L0 = − τ
2h1

(V 100 + |V 100|)HT00 − 4τμ
3h2

1
,

av1;V 1R0 = τ
2h1

(V 100 − |V 100|)HT00 − 4τμ
3h2

1
,

av1;V 10L = − τ
2h2

(V 200 + |V 200|)HT00 − τμ
h2
2
,

av1;V 10R = τ
2h2

(V 200 − |V 200|)HT00 − τμ
h2
2
,

bv1 = HT00 ∗ V 100− τ
h1
(p(H100) − p(H1L0))+

+ τμ
12h1h2

(V 2RR− V 2RL− V 2LR+ V 2LL) + τf1HT00.
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�	�� '�	�(�� V. �����G�=<�� '�	�(�= ����
� ��

��� u. 
���������� � ���
��$ ����� Q̄τh̄. � �	���	�� '�	�(�� H. �����G�=<�" '�	�(�= ��
�	
��� ρ. �<���� �

����$ ����� Q
1/2

τh̄
�
 �����=<�" �$���. ���
������=<�" ������� -���/

Hs̄1s̄2V1t +Hs̄1s̄2δ1{V̂1, V1}+Hs̄1s̄2δ2{V̂1, V2}+ p(Hs̄2)x̄1 =

= μ
(
4
3(V̂1)x1x̄1 + (V̂1)x2x̄2

)
+

μ

3
(V2)0

x1
0
x2

+ f1Hs̄1s̄2 , �� Hs̄1s̄2 
= 0,

V̂1 = 0, �� Hs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄;

Hs̄1s̄2V2t +Hs̄1s̄2δ1{V̂2, V1}+Hs̄1s̄2δ2{V̂2, V2}+ p(Hs̄1)x̄2 =

= μ
(
(V̂2)x1x̄1 +

4
3(V̂2)x2x̄2

)
+

μ

3
(V1)0

x1
0
x2

+ f2Hs̄1s̄2 , �� Hs̄1s̄2 
= 0,

V̂2 = 0, �� Hs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄;

Ht + (σ1{Ĥ, V̂1s2})x1 + (σ2{Ĥ, V̂2s1})x2 = 0, x ∈ Ω
1/2

h̄
.

-��00/

���� )"��� 2�3�)
�
�
�� 45�6��)67�)%�(�)67 +��������	��-

*��
�	�� '�	�(�� V. �����G�=<�� '�	�(�= ����
� ��

��� u. 
���������� � ���
��$ ����� Q̄τh̄. � �	���	�� '�	�(�� H. �����G�=<�" '�	�(�= ��
�	
��� ρ. �<���� �

����$ ����� Q
1/2

τh̄
�
 �����=<�" �$���. ���
������=<�" ������� -���/

Ht + (σ1{Ĥ, V1s2})x1 + (σ2{Ĥ, V2s1})x2 = 0, x ∈ Ω
1/2

h̄
;

Hs̄1s̄2V1t +Hs̄1s̄2δ1{V̂1, V1}+Hs̄1s̄2δ2{V̂1, V2}+ p(Hs̄2)x̄1 =

= μ
(
4
3(V̂1)x1x̄1 + (V̂1)x2x̄2

)
+

μ

3
(V2)0

x1
0
x2

+ f1Hs̄1s̄2 , �� Hs̄1s̄2 
= 0,

V̂1 = 0, �� Hs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄;

Hs̄1s̄2V2t +Hs̄1s̄2δ1{V̂2, V1}+Hs̄1s̄2δ2{V̂2, V2}+ p(Hs̄1)x̄2 =

= μ
(
(V̂2)x1x̄1 +

4
3(V̂2)x2x̄2

)
+

μ

3
(V1)0

x1
0
x2

+ f2Hs̄1s̄2 , �� Hs̄1s̄2 
= 0,

V̂2 = 0, �� Hs̄1s̄2 = 0, x ∈ Ωh̄.

-��0 /

��



���� *"��� � '�	����	��� ��	
����� ρ;V I

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� (�	����	�� ��	
���. �
�����G�		�� �	���	�� ��
�	
��� H � ��

��� V �<���� � ����$ ����� Ωh�

Ht + 0.5
2∑

k=1

(VkĤ0
xk

+ (VkĤ)0
xk

+H(V̂k)0
xk

) = 0, x ∈ Ωh,

Ht + 0.5 ((VkĤ)xk
+H(V̂k)xk

)−
−0.5hk((HVk)

+1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
+2k
xk x̄k

+H ((Vk)
+1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
+2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ−k
Ht + 0.5 ((VkĤ)x̄k

+H(V̂k)x̄k
+

+0.5hk((HVk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
−2k
xk x̄k

+H ((Vk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
−2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ+k

(Vk)t +
1
3(Vk(V̂k)0

xk

+ (VkV̂k)0
xk

) + 1
2

2∑
m=1,m�=k

(Vm(V̂k)0
xm

+ (VmV̂k)0
xm

− Vk(Vm)0
xm

)+

+
p′ρ(H)

H
Ĥ0

xk
= μ̃

⎛
⎝4

3
(V̂k)xkx̄k

+

2∑
m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

⎞
⎠−

−(μ̃− μ

H
)

⎛
⎝4

3
(Vk)xkx̄k

+

2∑
m=1,m�=k

(Vk)xmx̄m

⎞
⎠+

μ

3H

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ fk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2,
-��01/

#�� μ̃ = max
m

μ

H
�

! �������� �	���	�" ��	
��	
#
 �A�	�� 	� 	����
� ��
� ������ �
��(�� 	� �����
ω̄h '�	�(�" ρ0 � u0H

H0 = ρ0, V0 = (u0), x ∈ Ωh. -��0+/

���# *"��� � '�	����	��� ��	
����� ρ;V II

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" ���	�	�� 	�����	
��� ���
���������� ���G�. ��� � � �$��� -��01/. � 
����A����
���	�	�� ���
������=��� �����=<�� 
���
�

H(Vk)t +
1
3

(
HVk(V̂k)0

xk

+ (HVkV̂k)0
xk

)
− 1

3V
2
k H0

xk

+

+1
2

2∑
m=1,m�=k

(
HVm(V̂k)0

xm
+ (HVmV̂k)0

xm
− Vk(HVm)0

xm

)
+ p′ρ(H)Ĥ0

xk

=

= μ

(
4
3 (V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m + 1
3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

)
+Hfk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
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���. *"��� � '�	����	��� ��	
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����
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J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� (�	����	�� ��	
���. �
�����G�		�� �	���	�� ��
�	
��� H � ��

��� V 	� ��G�
� ����		
� ��
� �<����
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� ����$ ����� Ωh ��� �A�	�� ���$ �
����
������	
 �A����$ *52:�

Ht + 0.5
2∑

k=1

(VkĤ0
xk

+ (VkĤ)0
xk

+H(Vk)0
xk

) = 0, x ∈ Ωh,

Ht + 0.5 ((VkĤ)xk
+H(Vk)xk

)−
−0.5hk((HVk)

+1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
+2k
xk x̄k

+H ((Vk)
+1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
+2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ−k ,
Ht + 0.5 ((VkĤ)x̄k

+H(Vk)x̄k
+

+0.5hk((HVk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
−2k
xk x̄k

+H ((Vk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
−2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ+k ,

(Vk)t +
1
3(Vk(V̂k)0

xk

+ (VkV̂k)0
xk

) + 1
2

2∑
m=1,m�=k

(Vm(V̂k)0
xm

+ (VmV̂k)0
xm

− Vk(Vm)0
xm

)+

+
p(Ĥ)0

xk

Ĥ
= μ̃

⎛
⎝4

3
(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

⎞
⎠−

−(μ̃− μ

Ĥ
)

⎛
⎝4

3
(Vk)xkx̄k

+

2∑
m=1,m�=k

(Vk)xmx̄m

⎞
⎠+

μ

3Ĥ

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ fk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2,
-�� �/

#�� μ̃ = max
m

μ

Ĥ
�

*$��� -�� �/ �
�
�	����� 	�����	��� ���
����� -��0+/�

���/ *"��� � '�	����	��� ��	
����� ρ;V II +�
����
������	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" ���	�	�� 	�����	
��� ���
���������� ���G�. ��� � � �$��� -�� �/. � 
����A����
���	�	�� ���
������=��� �����=<�� 
���
�

Ĥ(Vk)t +
1
3

(
ĤVk(V̂k)0

xk

+ (ĤVkV̂k)0
xk

)
− 1

3V
2
k Ĥ0

xk

+

+1
2

2∑
m=1,m�=k

(
ĤVm(V̂k)0

xm
+ (ĤVmV̂k)0

xm
− Vk(ĤVm)0

xm

)
+ p(Ĥ)0

xk

=

= μ

(
4
3 (V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m + 1
3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

)
+ Ĥfk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.

-�� �/

���0 *"��� � '�	����	��� ��	
����� V;ρ I +�
����
������	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� (�	����	�� ��	
���. �
�����G�		�� �	���	�� ��
�	
��� V � ��

��� H 	� ��G�
� ����		
� ��
� �<����

��



� ����$ ����� Ωh ��� �A�	�� ���$ �
����
������	
 �A����$ *52:�

(Vk)t +
1
3(Vk(V̂k)0

xk

+ (VkV̂k)0
xk

) + 1
2

2∑
m=1,m�=k

(Vm(V̂k)0
xm

+ (VmV̂k)0
xm

− Vk(Vm)0
xm

)+

+
p(H)0

xk

H
= μ̃

⎛
⎝4

3
(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

⎞
⎠−

−(μ̃− μ

H
)

⎛
⎝4

3
(Vk)xkx̄k

+

2∑
m=1,m�=k

(Vk)xmx̄m

⎞
⎠+

μ

3H

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ fk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2,

Ht + 0.5
2∑

k=1

(V̂kĤ0
xk

+ (V̂kĤ)0
xk

+H(V̂k)0
xk

) = 0, x ∈ Ωh,

Ht + 0.5 ((V̂kĤ)xk
+H(V̂k)xk

)−
−0.5hk((HVk)

+1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
+2k
xk x̄k

+H ((Vk)
+1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
+2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ−k
Ht + 0.5 ((V̂kĤ)x̄k

+H(V̂k)x̄k
+

+0.5hk((HVk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
−2k
xk x̄k

+H ((Vk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
−2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ+k ,
-�� �/

#�� μ̃ = max
m

μ

H
�

*$��� -�� �/ �
�
�	����� 	�����	��� ���
����� -��0+/�

���1 *"��� � '�	����	��� ��	
����� V;ρ II +�
����
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J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" ���	�	�� ��� ����
� ��

��� ���
������=��� �����=<�� 
���
�

H(Vk)t +
1
3

(
HVk(V̂k)0

xk

+ (HVkV̂k)0
xk

)
− 1

3V
2
k H0

xk

+

+1
2

(
Vm(V̂k)0

xm
+ (HVmV̂k)0

xm
− Vk(HVm)0

xm

)
+ p(H)0

xk

=

= μ

(
4
3(V̂k)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m +
2∑

m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

)
+Hfk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2,

-�� �/

� ���	�	�� 	�����	
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�
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���
��	�

Ht + 0.5
2∑

k=1

(VkĤ0
xk

+ (VkĤ)0
xk

+H(Vk)0
xk

) = 0, x ∈ Ωh,

Ht + 0.5 ((VkĤ)xk
+H(Vk)xk

)−
−0.5hk((HVk)

+1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
+2k
xk x̄k

+H ((Vk)
+1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
+2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ−k ,
Ht + 0.5 ((VkĤ)x̄k

+H(Vk)x̄k
+

+0.5hk((HVk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(HVk)
−2k
xk x̄k

+H ((Vk)
−1k
xkx̄k

− 0.5(Vk)
−2k
xkx̄k

)) = 0, x ∈ γ+k ,

(Vk)t +
1
3(Vk(V̂k)0

xk

+ (VkV̂k)0
xk

) + 1
2

2∑
m=1,m�=k

(Vm(V̂k)0
xm

+ (VmV̂k)0
xm

− Vk(Vm)0
xm

)+

+
p(H)0

xk

H
= μ̃

⎛
⎝4

3
(V̂k)xkx̄k

+

2∑
m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m

⎞
⎠−

−(μ̃− μ

H
)

⎛
⎝4

3
(Vk)xkx̄k

+
2∑

m=1,m�=k

(Vk)xmx̄m

⎞
⎠+

μ

3H

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xk

0
xm

+ fk, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2,
-�� �/

#�� μ̃ = max
m

μ

H
�

*$��� -�� �/ �
�
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J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" ���	�	�� 	�����	
��� ���
���������� ���G� ��� � �$��� -���0/. � ���	�	��
��� ��

��� ���G� ��� � �$��� -���+/� I�
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��
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		��� ��	
����� ρ;V

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
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�
�

" �� ���
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� ���
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�	
��

		�� ��	
����

Ht +
2∑

k=1

(
δk{Ĥ, Vk}+H(V̂k)0

xk

)
= 0, x ∈ Ωh,

Ht,0 + (ĤVk)xk
= 0, x ∈ γ−k ,

Ht,M + (ĤVk)x̄k
= 0, x ∈ γ+k ,

H(Vk)t +
2∑

m=1
δk{V̂k,HVm}+ p′ρ(H)Ĥ0

xk

= μ
4

3
(V̂k)xk x̄k

+

+μ
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m +
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xm

0
xk

+Hf, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
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'�	�(�� H � V �<���� � ��������� �
����
������	
#
 �A�	�� ��$ *52:H

Ht +
2∑

k=1

(
δk{Ĥ, Vk}+H(Vk)0

xk

)
= 0, x ∈ Ωh,

Ht,0 + (ĤVk)xk
= 0, x ∈ γ−k ,

Ht,M + (ĤVk)x̄k
= 0, x ∈ γ+k ,

Ĥ(Vk)t +
2∑

m=1
δk{V̂k, ĤVm}+ p(Ĥ)0

xk

= μ
4

3
(V̂k)xkx̄k

+

+μ
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m +
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xm

0
xk

+ Ĥf, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
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#
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�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� 
�	
��

		�� ��	
��� �
'�	�(�� V � H �<���� � ��������� �
����
������	
#
 �A�	�� ��$ *52:H

H(Vk)t +
2∑

m=1
δk{V̂k,HVm}+ p(H)0

xk

= μ
4

3
(V̂k)xkx̄k

+

+μ
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m +
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xm

0
xk

+Hf, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2,

Ht +
2∑

k=1

(
δk{Ĥ, V̂k}+H(V̂k)0

xk

)
= 0, x ∈ Ωh,

Ht,0 + (ĤV̂k)xk
= 0, x ∈ γ−k ,

Ht,M + (ĤV̂k)x̄k
= 0, x ∈ γ+k .
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�	
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		��� ��	
����� ρ;V +��������	��-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ���. � �
�
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
����=��� 
�	
��

		�� ��	
��� �
'�	�(�� H � V �<���� � ��������� �A�	�� ��$ *52:. �
����
������	
��� �A�	��
�
�
�$ �
���
��	�H

Ht +
2∑

k=1

(
δk{Ĥ, Vk}+H(Vk)0

xk

)
= 0, x ∈ Ωh,

Ht,0 + (ĤVk)xk
= 0, x ∈ γ−k ,

Ht,M + (ĤVk)x̄k
= 0, x ∈ γ+k ,

H(Vk)t +
2∑

m=1
δk{V̂k,HVm}+ p(H)0

xk

= μ
4

3
(V̂k)xkx̄k

+

+μ
2∑

m=1,m�=k

(V̂k)xmx̄m +
μ

3

2∑
m=1,m�=k

(Vm)0
xm

0
xk

+Hf, x ∈ Ωh,

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2.
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���. *"��� ρ;V +� ��<����=<���� 
����

�-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ��� � ���
<����=<���� 
����

�. � �
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
���
��=��� (�	����	�� ��	
���� *������ ��#���������$ ���	�	�". �A�	�� �
�

" ���
���� ���
��� '�	�(�� 	� ��$	�� ��
�. ���������� 	� �� x
�	
��	�$x �
�������.
����=<�$�� ��	�"	��� �� �
����
������	
� �$ �A�	��� 9���(� @��$ �
�������
����=��� ��$���#
	���	��� � �$ 
��<�	�� �
G	
 
��<�������� ���
�
� x�
#
	��x�(

E + τA1
1(V̂k) + λτ2A2

1(V̂)
)
×

(
E + τA1

2(V̂k) + λτ2A2
2(V̂)

)
Ĥ = H + τd,(

E +
τ

3

(
V1∂0

x1

+ ∂0
x1

V1

)
− τ μ̃∂x1∂x̄1

)(
E +

τ

2

(
V2∂0

x2

+ ∂0
x2

V2

)
− τ μ̃∂x2∂x̄2

)
V̂1 =

= V1 + τ

(
1

2
V1(V2)0

x2

− 1

Ĥ
p(Ĥ)0

x1

+ f̂1

)
+

+τ

(
μ

Ĥ
− μ̃

)
(4/3(V1)x1x̄1 + (V1)x2x̄2) + τ

μ

3Ĥ
(V2)0

x1
0
x2
,(

E +
τ

2

(
V1∂0

x1
+ ∂0

x1
V1

)
− τ μ̃∂x1∂x̄1

)(
E +

τ

3

(
V2∂0

x2
+ ∂0

x2
V2

)
− τ μ̃∂x2∂x̄2

)
V̂2 =

= V2 + τ

(
1

2
V2(V1)0

x1
− 1

Ĥ
p(Ĥ)0

x2
+ f̂2

)
+

+τ

(
μ

Ĥ
− μ̃

)
(4/3(V2)x2x̄2 + (V2)x1x̄1) + τ

μ

3Ĥ
(V1)0

x1
0
x2

.

-��1%/

#�� λ p �
�
G�����	�" ����
�
" ������ -��$
�� �� ��
��������$ 
(�	
� λ ��
��	�
������ ���� ��	�� �/�

�����
� A1
k(Vk) ���
������=� ����� ��''��	(����	
#
 
����
� ����#�	�

(��. �
��G�<�= �
���
�	�= �
 �����		
" xkH

A1
k(Vk)H =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
VkH0

xk
+ (VkH)0

xk

)
/2, xi ∈ Ω̄h \ (γ−k ∪ γ+k ),

(VkH)xk
, xi ∈ γ−k ,

(VkH)x̄k
, xi ∈ γ+k .

-��1�/

�����
� A2
k(V) �
����=��� ���������� ��<����	�� ��	
��	
#
 
����
� � �#�=�


�� �#�������

�H

A2
k(V)H =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

− (ΦkHxk
)x̄k

, xi ∈ Ω̄h \ (γ−k ∪ γ+k ),

−2h−1
k ΦkHxk

, xi ∈ γ−k ,

2h−1
k ΦkHx̄k

, xi ∈ γ+k .

-��1�/

j��� Φ1 � Φ2 
�
�	���	� '�	�(��. ����		�� 	� ����� Ω̄hH

Φ1 = |V|2s1s2s̄2 , Φ2 = |V|2s2s1s̄1 .

4� @�
� ���������. ��
 '�	�(�� |V|2 ���	�� 
���
� �
�
�G�	� �� #�	�(� �����
Ω̄h�

�1



*��
�	�� '�	�(�� d 
������	� 	� ����� Ω̄hH

d =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−H
(
V10

x1
+ V20

x2

)
/2, xi ∈ Ωh,

−
(
HVkxk

− hk

[
H

(
Vk

(+1k)
xkx̄k

− Vk
(+2k)
xkx̄k

/2
)
+ (HVk)

(+1k)
xkx̄k

− (HVk)
(+2k)
xkx̄k

/2
])

, xi ∈ γ−k ,

−
(
HVkx̄k

+ hk

[
H

(
Vk

(−1k)
xkx̄k

− Vk
(−2k)
xkx̄k

/2
)
+ (HVk)

(−1k)
xkx̄k

− (HVk)
(−2k)
xkx̄k

/2
])

, xi ∈ γ+k ,

0, xi ∈ γ∗.

!�����	� μ̃ �������� �
	���	�
" ��� ��G�
#
 ��
� � 
���������� �
 '
����

μ̃ = max
m

μ

Ĥ
.

! �������� �	���	�" ��	
��	
#
 �A�	�� 	� 	����
� ��
� ������ �
��(�� 	� �����
ω̄h '�	�(�" ρ0 � u0H

H0 = ρ0, V0 = u0, x ∈ Ωh. -��1�/

3�	��	�� �	���	�� '�	�(�� ��

��� ��	� 	��=H

V n = V n = 0, n = 1, . . . , N, x ∈ γh. -��1�/

���/ *"��� ρ;Imp +� ��<����=<���� 
����

�-

J�� �
���� �����		
#
 �A�	�� ������ -���/.-���/.-���/ �
G	
 ���
���
���� ��� � ���
<����=<���� 
����

�. � �
�

" �� ���
�����(�� �
	������	�$ ���	
� ���
���
��=��� (�	����	�� ��	
���� *������ ��#���������$ ���	�	�". �A�	�� �
�

" ���
���� ���
��� '�	�(�� 	� ��$	�� ��
�. ���������� 	� �� x
�	
��	�$x �
�������.
����=<�$�� ��	�"	��� �� �
����
������	
� �$ �A�	��� 9���(� @��$ �
�������
����=��� ��$���#
	���	��� � �$ 
��<�	�� �
G	
 
��<�������� ���
�
� x�
#
	��x�
:��	�	�� 	�����	
��� ���
���������� ���G�. ��� � � �$��� -��1%/. � 
����A����
���	�	�� ���
������=��� �����=<�� 
���
�(

ĤE + τ
2

3

(
ĤV1∂0

x1

+ ∂0
x1

ĤV1

)
− τμ

4

3
∂x1∂x̄1

)(
E +

τ

2

(
V2∂0

x2

+ ∂0
x2

V2

)
− τ μ̃∂x2∂x̄2

)
V̂1 =

= HV1 − τ

(
1

3
V 2
1 Ĥ0

x1
+

1

2
V1(ĤV2)0

x2
+

1

2
V1V2Ĥ0

x2
+ p(Ĥ)0

x1
− f̂1

)
+

+τ
(
μ− Ĥμ̃

)
(V1)x2x̄2 + τ

μ

3
(V2)0

x1
0
x2
,(

ĤE + τ
2

3

(
ĤV2∂0

x2
+ ∂0

x2
ĤV2

)
− τμ

4

3
∂x2∂x̄2

)(
E +

τ

2

(
V1∂0

x1
+ ∂0

x1
V1

)
− τ μ̃∂x1∂x̄1

)
V̂2 =

= HV2 − τ

(
1

3
V 2
2 Ĥ0

x2

+
1

2
V2(ĤV1)0

x1

+
1

2
V1V2Ĥ0

x1

+ p(Ĥ)0
x2

− f̂2

)
+

+τ
(
μ− Ĥμ̃

)
(V2)x1x̄1 + τ

μ

3
(V1)0

x1
0
x2
,

-��1�/

#�� μ̃ = max
m

μ

Ĥ
�

�+



� ����������		 �� ��������	�����	�

��� ��<�� ������� !���	
 �
!����

4
#����. ���	��	���		�� ��� ������ 	����(�
	�	
#
 ����	�� ����
#
 #��� �
 )*
���������. �
����
�	
 �
��A��� 4
@�
�� ��G�� ��� 	����� �
#����
��	�� 	�G	

�������� ��= ��
�� 	� �����. ��G��� �� �
�
�$ ����� #
���
 ��	�� 
�y��	�� �
�
G�� ���� 
���G�	� � ���
	
�	
� �G���. ���
 �
��� �
���� ������	
��� ��
��
������<�$ �����"� &
	��	
. ���
� ����	�� ���
�	
 � 	
��� ���
���" $�����. 	


�<�� ��
��	��(�� �
G	
 ����
G����

������ �
#���� �
�G�	 
��<���������� �� �
��	�	
" ��
�� ����� �����	�� ����
	� ���
�	���
#
 '�"�� � ���	� '�"��. #�� $�	���� ������� ��''��	(����	
" ���
���� -	�
�$
����� ����� ��� ����	�� 
������ �
 �
���	����. ����		
" �
��G��
�
�. ����
��� μ. ���	�	�� �
��
�	�� p = p(ρ)/. ������� ��	
��	
" ������ -������	�.
����=<�� A�#� ����� �
 ��G�
" �� �����		�$/ � ��#�� �	�A	�� �������. ����=�
<�� ����	�� ���� 	����
� ��
�� �
#����� 4
@�
�� � #���	
" �
#���� �	�����
���� 	�
�$
����� �
��	�� ��� �������	�� @��$ ������
� � ����
�	��� �$ �	���	�"
�

��������=<�� �����		���

J���� 
#�	������� ������ �����
� ������ ��� ���$ 
�$
����$ 	��

� ������
��
4��� @��� 
��
����� 	�
�$
����� ������ �
� �������. #�� ����� $�	����� ���������
�����
�� 4���
 ����	�
� ������
� �
G	
 
#�	��
���� � ���� (���
�� !	���
@��$ (���
� ���������� �
��
#����. ���
�	�=<�� ����� �� ����		�$ �������$
� ��������=<�� ��������� � 	�G	�� @����	�� ������
� � ������������

! �
	(� #���	
" �
#���� �
��$
��� ���
� ��������
� �
����		�$ �����
� �
��
�	
� ��� ����	�"A�#
 ���
���
��	�� ����H �����(� � '
���� MNz. ��$
�	��� ���
���
������
#
 ������ ��� �
��
�	�� #�'��
� � �����'����
� � ����

��� ����	�� �����

��
�	���� ����
 ���
� ����� ���� Dim� ����	�� ����� � �����	
� ������ ��������
#
���
 �
��� ��
G	
" ������". ��� � ������ 
�	
" �
���	����		
" �����		
"� I�

�����	
 � ���. ��
 ��� ��G�
#
 ���� �
 �#
 	
��� �
�G	� 
���������� �����=<��
��������

�� I"��
�� �

��	��� -���� 
	� 	�G	�/�
�� *����� ���� p (��
�����		�" ������. �
 �
�

�� 
���������� �������� ��

@�
� ���� �	���		�� ��� #�	��	��. �. ��� ���������. ����� '
���� ������� ���
���
�
���� ��� ������ �
@''�(��	�
� �

��������=<�#
 ��#��������
#
 ���	�	���

�� �
��� �
���	�$ ���
�. �	���	�� 	�������	�$ '�	�(�" � �
�
�$ ���
����=���
�� ������ ���
�����(�� ��''��	(����	
" ������ � ����<�� �����

4
(���� ����	�� ����� ��A���� � �������
��� 
� �����	
" 
������ � �����$
���
��" �A���
" ��''��	(����	
" ������� `� (���= �������� ������'���(�� ��G�
�
#
 ���� ����� � ����	�� �#
 ������
��

! ������ ����	�� ���������. � ������$ �
�

#
 ���
����=��� ��	
��	�� �����.
� 
������ Ω �������� ���
�#
��	��
� �
 ��

	��� ��������	��� 
��� �

��	��.
��������		�� ��A� ������� ���
� �
G	
 $�	��� � �������$ ����	
��� Dim �
���	��� X. Y . st. M0L � M0R -��� ML0 � MR0/ 	� �����$. 
���������$ 	
��
�
�����

�%



! �������$ X � Y ���� double ��������=��� �

��	��� ���
�� ��
�$
���
��� �$
$�	�	�� 
���������� �A���
" ������"�

:�
�	
 ������ ��� ���� 	� #���� ���. ��
�� � 
�	
" #���� ���
���
������ 
���
	��
��� �����	�� '
����� 6��
� �����	�� �
G	
 
��<�������. ����
�� ��G�
��
���� 	
�� �#
 #����� ���
��� @�
� 	
�� ������
� ����� J�� ����� ��������� �
���
����� ������	�� 	� ���" #�	�(� ������ ���� �
G�� ��	����� �	���	�� 
� % �

1� ������� �����
 
������	�� ��������

% � @�
 �	���		�" ���� ������
� � ���� #�	�(�. #�� x1 = const. � �
��� 
������ ��G�� ����� #�	��	�$ �
���.
� � ���� #�	�(�. #�� x1 = const. � �
��� 
������ ��G�� ����� #�	��	�$ �
���.
� � ���� #�	�(�. #�� x2 = const. � �
��� 
������ ��G�� ��A� #�	��	�$ �
���.
� � ���� #�	�(�. #�� x2 = const. � �
��� 
������ ��G�� 	�G� #�	��	�$ �
���.
��1 � ����� ���� �#�
��$ ���
�. �

��������=<�$ ����� �#��� 
������.
J�� $�	�	�� ������
� ���
� ���	��	���	 (��
�����		�" ������ st�
���� ����7 ! ������$. #�� 
������ �
��
�� �� 	���
����$ ���
�#
���
�. �
G��

�
���
������ �<� ����� ���� �#�
��$ ���
�. �

��������=<�$ �#��� 
������ ��	��
� % #����
�. ���� ��A�	� @��$ �#�
� ����������� ��� #�	��	�� �
����

! �������$ M0L � M0R ���� integer ��� ���� � �

��	����� (x1; x2) $�	���� 	
�
��� ���
� A���
	�. ���=<�� �

��	��� (x1; x2 − h2) � (x1; x2 + h2) �

��������		
�
k��� 	�G	
#
 ���� 	� ��<�������. �
 	� �

��������=<�� ����
 ������������ ��� 6����
������� ���
����� � ������ 	����(�� ���
�. �� �
�

" � ����= 
����� ��	����
�� �	���� ���
" �
��
	�	��� ! �
���	
� ������ ���
��� ������� ML0 � MR0. #��
$�	�� 	
��� ���
�. ���=<�� �

��	��� (x1 − h1; x2) � (x1 + h1; x2) �

��������		
�

4� ���
���
��	�� ���
�
� � 	���	
��	��� �������. ��� �����
. ��� ��G�
#

���� �������� $�	��� 	
��� ���$ �
���	�$ ���
�. �$
��<�$ � A���
	 ���
���

��� >���
	 ()

����	�� @����	�
� ����(� � ���
" ����� *52:� �
�
�= 	�
�$
���
 �A��� ��� 	��
$
G��	�� �A�	�� 	� 
����	
� ����		
� ��
�. �
��$
��� � (���� �
 	
���� ���
�
������ ! ��G�
� ���� ����� ������	� ��	
��	�� ���	�	�� -):/. ���
������=<��
���	�	�� �A���
" ��''��	(����	
" ������� ! ������ ���$ �
���	����		�$ ����
��		�$ ����$ ): �� ��� ��G�
#
 ����� &
@''�(��	�� @��$ ): ����=��� @����	����
����(� � ���
" ������ ! '
����$ ��� �
@''�(��	�
� ���
�������� �	
#
 ������	.
�
�
�� 	� ����#� ���=� �
$
G�� 
�
�	���	��. 	
 �$ ����
��� �	���	�� �����	�� 4
�
@�
�� ��G�� ��� ��������� � �
#����
��	�= �������� �������� 
�
�	���	��
��� ���
�������$ �����		�$� 8��	��'����
� �����		�$ �
�G	� �
��
���� �
	��
����. ��
 
�	����� �� ��� �	�� �����		��. � ������ �
��
G	
��� ��#�
 �������� �$
��G�� �
�
"� ! @�
� ���#�'� �����#����� ������� 
�
�	���	�" ��� 	
��
� ���
�
A���
	� )*. �	���	�" �A�	�� � @��$ ����$. �
@''�(��	�
� ����( � ����$ �����"
*52:. ���
����=<�� ��''���� � ���	�� �����		��. �
�
�� ��=� �
��
G	
��� ��#�
�
 �
	��� � ���
�� ���� A���
	� 
�	
����� �����		���

&�� 
������
�� ��A�. ���� A���
	� � ��$	�#
 ����		
#
 ��
� �
��G���� ���
�� �������
���	
#
 �	
G����� -���/� >���
	 ���
� � 	�G	�#
 ��
� �
G� �
��G���� �
@�
� �	
G����� �� ����=��	��� ���
�����(�" ���	�	�� 	�����	
��� ��� �$�� �
(�	����	��� ��	
����� � #�	��	�$ �
���$. � �
�
�$ ����
 ��
� ������������� ��

��



���� �
�
�	�����	�$ ���#����$. �
�����		�$ ��� �
$�	�	�� �
���� ���
�����(���
J�� 	
��
� ���
� A���
	� �����#�=��� �����=<�� 
�
�	���	��H

m;00 � 	
�� (�	����	
#
 ���� � �	����
� (m1,m2).
m;R0 � 	
�� ���� � �	����
� (m1 + 1,m2).
m;L0 � 	
�� ���� � �	����
� (m1 − 1,m2).
m;0R � 	
�� ���� � �	����
� (m1,m2 + 1).
m;0L � 	
�� ���� � �	����
� (m1,m2 − 1).
m;RR � 	
�� ���� � �	����
� (m1 + 1,m2 + 1).
m;LR � 	
�� ���� � �	����
� (m1 − 1,m2 + 1).
m;RL � 	
�� ���� � �	����
� (m1 + 1,m2 − 1).
m;LL � 	
�� ���� � �	����
� (m1 − 1,m2 − 1)�
6���� 
���
�. ����� ����� m ��� B ��� (�'� % � �	����� 
�	���=� ���<�	�� �

�
���	�" ���� 
� (�	����	
#
 ���� ����
 ��� ����
 �
 
�� x1. � ��
�� ����� � �	�����
������ ���<�	�� �
 
�� x2�

J�� 	
��
� ���� � ������� S. #�� ��G�� �	���	�� '�	�(�" G. V1 � V2. �������		�$
� �
���$ A���
	�. ������� �����		��. �	���	�� �
�
�$ 
������=��� �����=<��

���
�

mm;G;?? = 3 ·m;??, mm;V 1;?? = 3 ·m;?? + 1, mm;V 2;?? = 3 ·m;?? + 2.

!����
 �	��� �
�
�� 	�G	
 �
�������� 
��	 �� ����
�
� 0. L ��� R. ����� � ��G�
"
'
���� ����
�� ����<�=<�� �	�� �
�
�� 	� �

��������=<�" �
��(�� ����� � �����
�
�G	� �
�������� ������.

mm;G;00 = 3 ·m;00, mm;V 1;LR = 3 ·m;LR+ 1, mm;V 2;0L = 3 ·m;OL+ 2.

! )*. #�� �������=��� 	��
�������		
 �	���	�� ��
�	
��� H. ��������		
 ���
���
��=��� ���	� mm;H;??�

8�����	�� �	���	�� �
��
	�	� �A�	�� H. G. V1 � V2 � ����$ A���
	� $�	���� �
�����		�$. ���=<�$ �����=<�� ���	�. �	���	�� �
�
�$ ����=��� '
������

H;?? = mm;H;??, G;?? = mm;G;??, V 1;?? = mm;V 1;??, V 2;?? = mm;V 2;??.

6���� ���	� �
��
��=� ������� 
��<�	�� � �����	�� �
��
	�	��� ������� S �
�
��� 	�#���	��� J�� @�
#
 �	����� 	� 
����	
� A�#� (���� �
 	
���� ���
� �����
� @�� �����		�� �
���=��� �

��������=<�� @����	�� S. � ����� @�� �����		��
���
����=��� ��� �
��
��	�� '
��� �
@''�(��	�
� ����( � ����$ �����"�

J�� 	�	�����$ @����	�
� ����( ���
" ������� -���/ �
G	
 ���
���
���� 
�
�	��
��	��

A;H;00, A;H;R0, A;H;L0, A;H;0R, A;H;0L,

A;H;RR, A;H;LR, A;H;RL, A;H;LL.

2	��
#��	�� 
�
�	���	�� ����	�=��� ��� @����	�
� ����( A;V 1. A;V 2 ������� ���
� A;HH. A;HV 1. A;HV 2. A;V 1H. A;V 1V 1. A;V 1V 2. A;V 2H. A;V 2V 1. A;V 2V 2
��
�
� ����(� ������� ����

��



��� 4��� ���
���
��	�� 
�
�	���	� � ������� �
!����

)������ ���
���
��	�� 
�
�	���	�" � ������� �
#����. ������=<�" �$��� ���
��� ������. ����		
" � ���
�#
��	
" 
������. � ���
����=<�" ��� �A�	�� *52:
����� BP\[PQR�

K/ 3���	�� �
#���� -$�	���� � '�"�� SP\;MYU�Q/�

4������ ��''��	(����	
" ������ ��� ��
����� ����	�� � ������� � �
��
�
#���� $�	���� � ������� P;gas�

typedefstruct
{
double Segm;T ;
double Segm;X;
double Segm;Y ;
double p;ro;
doublemu;
} P;gas;
! 	�" $�	���� �����=<�� ������	��
�/4������. ����=<�� �����	�= 
������ {� ! ������ ���
�#
��	
" 
������ �
�

����
�	
 ������ ���	� �� ��

	 � ����		
#
 �
��G����� ! �������
� ����� @��
������� 
�
�	���	� ���� Segm;X. Segm;Y � Segm;T �

��������		
�

�/ 4������. ����=<�� ��
"���� #���� ! ������ �����������
" �
���� -���/�-���/
@�
 ����
��� #��� μ -
�
�	������� mu/ � '�	�(�� p = p(ρ)� ! �������
� ����� ���
�
���
��	� �
���"A�� ��	�"	�� �������
��� p = p′ρρ� J�� �� 
������	�� ��������
������ �
	���	�� p′ρ. �
�
�� $���������� �G�����
��� #��� � � �
#���� 
�
�	����
���� p;ro�

!��� @��� �����		�� ��������=��� �	���	�� � �
(����

void param;dif(P;gas ∗ p;d)

3���	�� �
#���� ���	��	���	� ��� 
������	�� �
����
������	
��� ���
A�#
�.
������=<�$ ������ �������

! �������
� ����� ���
A�#� @�
 ����
��� ������ 	� �����	�$ ��
G�		�$
�����$ ������ � ������	�� �
�	�� �A�	���� )��������
� ��
�� �
#���� �
�G	�
���� '�"��. �
��G�<�� �����(� �
#�A	
���" 
������	�� '�	�(�". �
������=<�$
�A�	��. � ���	�� ����		�$ 	
��$ � �
��	� ����	� f� ! 	�A�� ������ ���� ���
���
�
��	� 	
�� Ch � L2,h� J�� @��$ (���" ���
����� �����=<�� �����		��H

it;t � it;sp � ��� �	���	�" 	
��� ����<�" ��
G�		
" ����� �
 ����	� � �
���	�
���� �

��������		
l

it;t;max � it;sp;max � ��� ���������	
#
 ����� ���
�������$ ��
G�		�$ ���
�
�
 ����	� � �
���	���� �

��������		
l

it � it;max � 	
��� ����<�#
 ����� � 
�<�#
 �
�������� ����
��
J�� $�	�	�� �
����		
" �	'
��(�� ������� ������� ������� ����	
��� it;maxH

nc;g. nl2;g. nc;v1. nl2;v1. nc;v2 � nl2;v2� ! �������$. 	���	�=<�$�� � ���� nc. $��
	���� Ch�	
��. � � ���� nl2 p L2,h�	
�� �
#�A	
���"� *�''���� g. v1 � v2 �

�
	��	��$ ���	 ������
� 
�	���=� �
#�A	
��� �������	�� ���
" '�	�(�� $�	����

��



� �������� J�� $�	�	�� �	'
��(�� 
 ����	� ������ ��G�
#
 ����� ���
����� ������
time ����	
��� it;max�

! (����. 
#�	��
��		
� ��� ������ ���$ ����
�. ��G��" �� ���
�	�=��� ������
=<�� ��"������

�/ �������=��� ������� �$��� -�
(���� param;she;step/�
�/ J�� ��G�
#
 ���� ����� 
������=��� �#
 ��
"���� -�
(���� Setka/�
�/ !��������� �
��
#���� �
���� ��	
��	
#
 �A�	�� -�
(���� Shema/�
�/ �������=��� �	���	�� 	
� �
#�A	
���" -�
(���� Norm;c � Norm;l2/�
4����� �
� ������� �����		�$. ���
�������$ ��� $�	�	�� ��	
��	
#
 �A�	��

� ���
�
#�����	
" �	'
��(��. 
��
����� ��	��������� !�� 
	� ���=� ����	
���
����� ���
� �����. ���
������
" � �
	���	
� ������ 9������ G. V 1 � V 2 ���
����=���
��� $�	�	�� ��	
��	
#
 �A�	�� 	� ����<�� ����		
� ��
�� J�� $�	�	�� ��
"���
���
� ���
����=��� �����=<�� ���� ������
�H

st � ������ ����.
X � Y � �

��	��� ����.
M0L � M0R � 	
��� ���G	�$ ���
� -���
� A���
	�/�
J�� $�	�	�� ������
� �$��� ���
�������� ������� P;she�
����A����� #���	�� �
#���� ���
�
� �
(��� ������ �
����		�$ ��		�$ � '�"�

��. �
�
�� �
��
��=� ���������� ��������� �����
� � ���� �����( � MNz���

KK/ 4
(���� param;she;step

4
(����

void param;she;step(P;she ∗ p;s, P;dif ∗ p;d, int it;t, int it;sp)

� ������ ���
�#
��	
" 
������ ������ �	���	�� @����	��� ������� P;she. $�	��
<�= �����=<�� ��		���
typedef struct
{

int M;x;
int M;y;
int N ;
int Dim;
double h;x;
double h;y;
double tau;
double eta;

} P;she;
j��� M;x. M;y � N 
�
�	���	� ����
 
����
� �����	�" 
������ �
 �
���	�

����		�� �����		�� � ����	� �

��������		
. � h;x. h;y � tau � A�#� ����� �

��G�
" �����		
"� I�� ������	� �����	� ��G�� �
�
" �

�	
A�	����H M;x · h;x =
Segm;X. M;y · h;y = Segm;Y � N · tau = Segm;T � k<� ��� �������. �
�
��
$�	����� � P;she p Dim. 
�
�	���=<�" 
�<�� ����
 ���
� �����. � 	
���<�" �	
�
G����� eta. ����	�=<�"�� �� ���
���
��	�� ��������		
" ����
����

! ����
 �#���	�
� �
(���� param;she;step �
���
 
����		
" ��A� �������
P;she �$
��� 
����		�� ��A� ������� P;dif � �<� ��� ������� it;t � it;sp. �
�
�
�� ����=� �
��	� ��
G�		
��� ��������
" ����� �
 ����		
" � �
���	����		
"
�����		�� �

��������		
�

��



J�� 
������" �
��� ��
G	
" '
�� ��� ���
�#
��	�� ��� �
�	
(�		
#
 
����	��

������ � ������
� �$��� �������� �
��A�� ����
 ��		�$. $�	�<�$�� � �������$
P;dif � P;she�

KKK/ 4
(���� Setka

4
(����

voidSetka(int ∗ st, double ∗X, double ∗ Y, int ∗M0L, int ∗M0R, P;she ∗ p;s)

��A���� � �������
��� 
� �����	
" 
������ � �����$ ���
��" �A���
" ��''��	(��
���	
" ������� `� (���= �������� ������'���(�� ��G�
#
 ����� ������ *�
"���� ���
�
��������=��� � ������� X. Y . st. M0L � M0R 	� �����. 
���������� 	
��
� �����
���
�	��. ��
 �����
 	����(�� ���
� ���
 
������	
 �� 
������	�� *52: -����/.
� ����� ������
� X. Y . st. M0L � M0R ��� 
�y��	�	 � ���#�'� ����

K|/ 4
(���� Shema

! �
(����

void Sxema(double ∗ S, int ∗ st, double ∗X, double ∗ Y, int ∗M0L, int ∗M0R, P;she ∗
p;s, P;dif ∗ p;d)

�����
��	 ��#
��� ��	
��	
" �$��� -�� /�-���%/. �
�
�" �
��
���� 	�"�� ���
�	
�
�A�	�� ������ -���/�-���/ � �
��	� ����	� T � 4������ ��''��	(����	
" ������
$�	���� � ������� Param;gas. � ������� ����� � ��
"���� ���
� �����=��� �
�
�
<�= ������� grid � ������
� st. X. Y . M0L � M0R� ! �������$ S ������������
����<�" ����		
" ��
" ��	
��	
#
 �A�	���

J�� ��
����� ��
�� � �
(���
" Shema ����� �� �
#���� ����� 	� 
�	
�������
	
 	��
��A�� ��
��. �
�
�� �
���=��� � ���	
� (��
� �� �
�
<� 
���(�� include�

! ���
� ��
��. $�	�<���� � '�"�� [NON}�Q. 
������=��� �����	�� �����		��.
���
����=<���� � A���
	� ��	
��	
" �$��� ��� ���� � 	
��
� }� 4����
 
���
���
	�� @��$ ���	 ���
 
�y��	�	
 � ������ ����

!�

" ��
�. $�	�<�"�� � '�"�� ~VOP��Q. �
��G�� 
�
�	���	�� � �������	�� �
	�
���	�. �	���	�� �
�
�$ 
������=��� �$
�	��� ��������� �
(����. � �
@�
��
�$ (����

���	
 ��������� ���	�� � �
�
� �	
#
 �� ���
���
���� �� 
������	��
�
@''�(��	�
� ����(� � ���
" ����� *52:�

4
��� �������	�� �
	���	� ���� 
�y����	�� ������
� ��� ����(� � ���
" �����.
����=<�$ *52: ��� ������ BP\[PQR�

6���" ��
�. $�	�<�"�� � '�"�� LPQZPW�Q. �
��G�� (���. ����=<�" ���
�	
� ��
A�	�� 	� 	����
� ����		
� ��
��

J���� ���� (��� �
 ����		�� ��
���
����	����� 
	 � ��
��. $�	�<�#
�� � '�"�� ]d]�� � ���	��	���		
#
 ��� ������

��	�� 	���
����$ ���G�	�". ������<�$ 
� ����		
#
 ��
�� I�
 (����

���	
 �������.
�
��
���� @�� ���G�	�� 	�
�	
���	
 ������=��� � '
����$ ��� ����(� � ���
"
����� *52:�

J���� ���� 	��
�������		
 ����	�� ����(� � ���
" ����� *52:� I�
� ���
�
�
#���� ����� �
 ������ '�"��� -QP\NF��. #�� Ru%.���.1/. #�� R�" '�"� �
��G��
'
���� ��� ����	�� 	�G	�$ �
@''�(��	�
� ��� ���� �
 ������
� ��	�� R�

4
��� ��#
 ���������� ����(�
		�� �
(���� ����
��G�		�$ #����	�
� ������
BP\[PQR � �
 �� 
�
	��	�� �
��$
��� ����
�	�� ������� S �	���	�" �A�	�� 	� 	
�
�
����		
� ��
��

��



��# ?
���� ��� @����	�
� ����'� � ���
 ����� )52:

&�G�
� �� ���	�	�" -����/�-���%/. ������		
� � �
	���	
� ���� �����. ������ 
�	

���	�	�� *52: -����/� ����A�� '
����. 
������=<�� �
@''�(��	�� ����(� A �
�

��	��� ����
� b. � �������
��� 
� ������� ���� ����� ��� @��$ ���	�	�" � ������
���
�#
��	
" 
������ � #�	��	�$ ���
��" ������	��

V̂k = 0, x ∈ γh̄, k = 1, 2. -���/

! @�
� ������ ���� ����� ������� 	� + #���. ��� ��G�
" �� �
�
�$ '
���� �����
=��� 
��	��
�
� 4�G�� ���#
 @�
 �	���		�� ����� ! �
#���� @�� ���� ���=� 	����
�
" ������. ���� @����	� ������� \M � 	
��
� ���
#
 ���� ���	 	��=� 8� ���	�	�� -����/
�������. ��
 ���
� ���	�	�� ��� �=�
#
 �	���		�#
 ���� ��#����� �����=<�� 
���
�
�

A;GG;00 · Ĝ;00 +A;GG;R0 · Ĝ;R0 +A;GG;L0 · Ĝ;L0 +A;GG;0R · Ĝ;0R+

+A;GG;0L · Ĝ;0L+A;GV 1;R0 · V̂ 1;R0 +A;GV 1;L0 · V̂ 1;L0+

+A;GV 2;0R · V̂ 2;0R +A;GV 2;0L · V̂ 2;0L = b;G,
-���/

#�� �
@''�(��	�� 
������=��� �
 '
�����

A;GG;00 = 4,
A;GG;R0 = τ

h1
(V 1;R0 + V 1;00),

A;GG;L0 = − τ
h1
(V 1;L0 + V 1;00),

A;GG;0R = τ
h2
(V 2;0R+ V 2;00),

A;GG;0L = − τ
h2
(V 2;0L+ V 2;00),

A;GV 1;R0 = 2τ
h1
,

A;GV 1;L0 = −2τ
h1
,

A;GV 2;0R = 2τ
h2
,

A;GV 2;0L = −2τ
h2
,

b;G = 4g00 + τG;00
(
V 1�R0−V 1�L0

h1
+

V 2�0R−V 2�0L
h2

)
+ 4τFunc;0(tt, xx, yy).

-���/

���2��� ��3�'� &��� ����7 B2��"�� :#�"+��4 �&9�(� � ����'�() !����6
��) � "� ����� �' �',' ��8���9 &��� � C�7�16C�7.14 ���',' ,'�'�9 �� 9�29-��9
��4 !'�"'2<"# '�� #�'�2���'�9-� ������� C�7�1 � ��"'�'�(�� !���(��  �6
��9�� �� ����(�� �#2- �� �'2<"' � #�������9) �29 �"'�'���4 �' � �29 #���6
����9 ����&�(��'���7 �'A�'�# � !���'5  ���� #�������5 C%7�$1 !'9�29���9
�2�,���'� � FuncD0(tt, xx, yy)7

8� ���	�	�� -���+/ �
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� ���	�	�� ��� �	���		�#
 ����

A;V 1V 1;00 · V̂ 1;00 +A;V 1V 1;R0 · V̂ 1;R0 +A;V 1V 1;L0 · V̂ 1;L0+

+A;V 1V 1;0R · V̂ 1;0R+A;V 1V 1;0L · V̂ 1;0L+

+A;V 1G;R0 · Ĝ;R0 +A;V 1G;L0 · Ĝ;L0 = b;V 1,

-���/
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#��

A;V 1V 1;00 = 6 + 4τ μ̃
(

4
h2
1
+ 3

h2
2

)
,

A;V 1V 1;R0 =
(

τ
h1
(V 1;R0 + V 1;00) − 8τμ̃

h2
1

)
,

A;V 1V 1;L0 = −
(

τ
h1
(V 1;L0 + V 1;00) + 8τμ̃

h2
1

)
,

A;V 1V 1;0R =
(

3τ
2h2

(V 2;0R + V 2;00) − 6τμ̃
h2
2

)
,

A;V 1V 1;0L = −
(

3τ
2h2

(V 2;0L+ V 2;00) + 6τμ̃
h2
2

)
,

A;V 1G;R0 =
3τp′ρ
h1

,

A;V 1G;L0 = −3τp′ρ
h1

,

b;V 1 = 6V 100 + 3τ
2h2

V 100(V 2;0R − V 2;0L)+

+6τ
(

μ
eG�00 − μ̃

)(
4

3h2
1
(V 1;R0− 2V 1;00 + V 1;L0) + 1

h2
2
(V 1;0R − 2V 1;00 + V 1;0L)

)
+

+ τμ
2eG�00h1h2

(V 2;RR− V 2;RL− V 2;LR+ V 2;LL) + 6τf1.
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 �� ���	�	�� -���%/ �
�������� ����� ���	�	�� ��� �	���		�#
 ����

A;V 2V 2;00 · V̂ 2;00 +A;V 2V 2;R0 · V̂ 2;R0 +A;V 2V 2;L0 · V̂ 2;L0+

+A;V 2V 2;0R · V̂ 2;0R+A;V 2V 2;0L · V̂ 2;0L+

+A;V 2G;0R · Ĝ;0R+A;V 2G;0L · Ĝ;0L = b;V 2,

-��0/

#��

A;V 2V 2;00 = 6 + 4τ μ̃
(

4
h2
2
+ 3

h2
1

)
,

A;V 2V 2;0R =
(

τ
h2
(V 2;0R+ V 2;00) − 8τμ̃

h2
2

)
,

A;V 2V 2;0L = −
(

τ
h2
(V 2;0L+ V 2;00) + 8τμ̃

h2
2

)
,

A;V 2V 2;R0 =
(

3τ
2h1

(V 1;R0 + V 1;00) − 6τμ̃
h2
1

)
,

A;V 2V 2;L0 = −
(

3τ
2h1

(V 1;L0 + V 1;00) + 6τμ̃
h2
1

)
,

A;V 2G;0R =
3τp′ρ
h2

,

A;V 2G;0L = −3τp′ρ
h2

,

b;V 2 = 6V 2;00 + 3τ
2h1

V 2;00(V 1;R0− V 1;L0)+

+6τ
(

μ
eG�00 − μ̃

)(
1
h2
1
(V 2;R0− 2V 2;00 + V 2;L0) + 4

3h2
2
(V 2;0R − 2V 2;00 + V 2;0L)

)
+

+ τμ
2eG�00h1h2

(V 1;RR− V 1;RL− V 1;LR+ V 1;LL) + 6τf2.
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����	��� 
� 	��� �
@''�(��	�� ������ ���#
	���" � ������ ���	�	�" -���/ �
���� ���#
	���" ��� ���	�	�" -���/ � -��0/�

J�� #�	��	�$ ���
� � ���	�	�� �$
��� ��	�A�� ����
 	�������	�$� ! ��������
����� ����
��� ���	�	��. �

��������=<�� #�	��	�� ����� γ−1 -������ ����
���	 �/� 4��
� ���	�	�� �
�������� �� ���	�	�� -����/

A;GG;00 · Ĝ;00 +A;GG;R0 · Ĝ;R0 +A;GV 1;R0 · V̂ 1;R0 = bG, -��1/

� 



#��
A;GG;00 = 2,
A;GG;R0 = τ

h1
V 1;R0,

A;V 1;R0 = 2τ
h1
,

b;G = 2G;00 + τ
h1
G;00 · V 1;R0+

+ τ
h1

(−2.5G;R0 · V 1;R0 + 2S3m+6S3m+7 − 0.5S3m+9S3m+10 +

+ (2− g;00) · (−2.5V 1;R0 + 2S3m+7 − 0.5S3m+10)) .
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�

V 1;00 = 0,
V 2;00 = 0.
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 (���� �
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�
�$ � 	�$ $�	����H

thx = τ/hx.
thy = τ/hy .
thx05 = thx/2.
thy05 = thy/2.
thx2 = 2thx.
thy2 = 2thy.
thx4 = 4thx.
thy4 = 4thy.
thx32 = 3thx/2.
thy32 = 3thy/2.
tau2 = 2τ .
tau4 = 4τ .
tau6 = 6τ .
thxx8 = 8τ/h2x.
thxx6 = 6τ/h2x.
thyy8 = 8τ/h2y.
thyy6 = 6τ/h2y.
thxy = τ/(2hxhy).
Max = 3τp;ro/hx.
May = 3τp;ro/hy�
j���� �
#����. �
�
�� ��������� @�� ���G�	��. $�	���� � '�"�� ~VOP��Q�
J�#�� ����� ���G�	�". ��� �	���	�� ������� 
� ����	�. ����������� �G� �	���

(���� �
 ����		�� ��
��. 	
 �
 (���� �
 ����� �����. � �
�

� ����=��� ����(�
� ����� ����� *52:� j���� �
#����. �������=<�� �$. $�	���� � '�"�� }n}�Q�
4�������� �����		��. � �
�
�� ��������=��� �	���	�� @��$ ���G�	�". � '
����.
�$ 
������=<��H

MUM = μmax(exp(−G)).
MU8x = 8τMUM/h2x.
MU8y = 8τMUM/h2y .
MU6x = 6τMUM/h2x.
MU6y = 6τMUM/h2y .

�1



MUv1 = 6.+ τMUM

(
16

h2x
+

12

h2y

)
.

MUv2 = 6.+ τMUM

(
16

h2y
+

12

h2x

)
�

��. ���
�	�	�� ����'� � ���
 �����

4
(��� ���
�	�	�� ����(� � ���
" ����� 
��<���������� �
����
������	
 � (����
�
 m 
� % �
 Dim − 1 ��� ���$ ���
� ������ *	����� 
���������� ������ ���� � (���=
����	
���	�� '
���. �
�
�� ����=� �
@''�(��	�� ��$ ��
� ����(� � ��$ �

�
��	�� ����
� ���
" �����. �

��������=<�$ ��		
�� ����� 4
��� ��#
 
������=���
�	���	�� @����	�
� ����(� � ���
" ������ 4������ ��#
��� ������ � ����
�	��
�	���	�" @����	��� ����(� � ���
" ����� � ������. ���� ������ ���� � 	
��
� m
���	 %� j���� �
#����. 
�����=<�� @�
�� �����=. 	�$
����� � '�"�� QP\N%�Q�

*	����� ����=��� 	
��� 	�������	�$ � ����
� S. �

��������=<�$ �	���	��� '�	��
(�" G. V 1 � V 2 � �
���$ A���
	� m�#
 ����� 4
��
���� � @�
� �
��	� ������� mm
-������
	 ����	�	�� 
� % �
 3Dim − 1/. 
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#
 ��� '�	�(�� G � m�
� ����. �
 	
�� mm;G;00 ���	
mm � �����		�= mm �
G	
 ���
���
���� � �������� 	
��� mm;G;00� *���
�������
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�����	�� 	
��� 	�������	�$ � ����
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������=��� �
 �����=<�� '
�����H

mm;G;L0 = mm− 3.
mm;V 1;L0 = mm− 2.
mm;V 2;L0 = mm− 1.
mm;G;R0 = mm+ 3.
mm;V 1;R0 = mm+ 4.
mm;V 2;R0 = mm+ 5.
mm;G;0L = 3 ∗M0L[m].
mm;V 1;0L = mm;G;0L+ 1.
mm;V 2;0L = mm;V 1;0L+ 1.
mm;G;0R = 3 ∗M0R[m].
mm;V 1;0R = mm;G;0R + 1.
mm;V 2;0R = mm;V 1;0R + 1�
4����
 
������	�� �	���	�" '�	�(�". ����=<�$ �A�	�� G. V 1. V 2 	� n�
�

����		
� ��
�. � ����$ A���
	� ���� �	���	�� �����		�$ mm;G;??. mm;V 1;??.
mm;V 2;?? 
������	
 � ������ ���� 8��
����� @�� �	���	��. 
�������� 	�	������
@����	�� ��
�� ����(� A;GG;00. A;GG;R0. A;GG;L0. A;GG;0R. A;GG;0L.
A;GV 1;R0. A;GV 1;L0. A;GV 2;0R. A;GV 2;0L � ����= ����� b;G ���	�	�� ���
G. ������		
#
 ��� m�#
 ����. �
 '
����� �� ������ ����

4
��� ��#
 ���
�	�=��� ���G�		�� ���
�(� A � ����
 B �
 ������� ������
BP\[PQR� J�� @�
#
 �	����� ������ ����
 	�	�����$ @����	�
� � ��
�� ����(� A �
	
��
� mm ��	�� + -	��
�	��. ��
 ��
�� � ��
��(� � BP\[PQR 	����=���. 	���	��
� �/H

Q;SetLen(&A,mm + 1, 9);�
����� ������ ����" 	�	����
" @����	� amm,mm -�
@''�(��	� �� Ĝ;00/ ��	�� A;GG;00H

Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 0,mm + 1, A;GG;00);�
6���" �#���	� �
��	�� ���	 %. ���� @�
 ������� 	�	�����$ @����	�
� ����(�. �

�+



�#
 �	���	�� 	���	�=��� � 	���� 4
��� ��#
 �	���	�� amm,mm�G�R0. ��	
� A;GG;R0.
������������ 	�	����
�� @����	�� � 	
��
� �H

Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 1,mm;G;R0 + 1, A;GG;R0);�
2	��
#��	
 �
������� ��� @����	�
� ����(� amm,mm�G�L0. amm,mm�G�0R. amm,mm�G�0L.
amm,mm�V 1�R0. amm,mm�V 2�0R. amm,mm�V 1�L0 � amm,mm�V 2�0LH

Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 2,mm;G;L0 + 1, A;GG;L0),
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 3,mm;G;0R + 1, A;GG;0R),
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 4,mm;G;0L+ 1, A;GG;0L),
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 5,mm;V 1;R0 + 1, A;GV 1;R0),
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 6,mm;V 2;0R+ 1, A;GV 2;0R),
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 7,mm;V 1;L0 + 1, A;GV 1;L0),
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 8,mm;V 2;0L+ 1, A;GV 2;0L).

! �
	(� ���������� �	���	�� bmm. ��	
� b;GH

V;SetCmp(&B,mm+ 1, b;G).
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 ����. ������� 	
��� ����
	�	�� ������������� 	� ���	�(� mm + +; � 	���	����� 
������	�� @����	�
� ��
��
����(� � ���
" ����� � 	
��
� @����	�� V̂ 1(m) � ����
� 	�������	�$� 4������
�

��������=<�= ����� �
#����H

Q;SetLen(&A,mm + 1, 7);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 0,mm + 1, A;V 1V 1;00);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 1,mm;V 1;R0 + 1, A;V 1V 1;R0);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 2,mm;V 1;0R+ 1, A;V 1V 1;0R);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 3,mm;G;L0 + 1, A;V 1G;L0);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 4,mm;G;R0 + 1, A;V 1G;R0);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 5,mm;V 1;L0 + 1, A;V 1V 1;L0);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 6,mm;V 1;0L+ 1, A;V 1V 1;0L);
V;SetCmp(&B,mm+ 1, b;V 1);

4
��� ��#
. �������� mm �<� 	� �. 
�������� �
@''�(��	�� ��� ���	�	�� � 	
��
�
��	�� 	
��� @����	�� V̂ 2(m) � ����
� 	�������	�$�

Q;SetLen(&A,mm + 1, 7);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 0,mm + 1, A;V 2V 2;00);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1,mm;V 2;R0 + 1, A;V 2V 2;R0);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 2,mm;V 2;0R+ 1, A;V 2V 2;0R);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 3,mm;G;0L+ 1, A;V 2G;0L);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 4,mm;G;0R + 1, A;V 2G;0R);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 5,mm;V 2;L0 + 1, A;V 2V 2;L0);
Q;SetEntry(&A,mm+ 1, 6,mm;V 2;0L+ 1, A;V 2V 2;0L);
V;SetCmp(&B,mm+ 1, b;V 2);

4
��� ��#
 
�� �������� m � mm ���������=��� 	� � � 	���	����� 	
��" A�#. � �
�
(���� �
�

#
 ����=��� �
@''�(��	�� �����=<�$ ��$ ���	�	�". �

��������=<�$
(m+ 1)��� ���� ������

0%
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�. 
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" �����
	
��� � ����	
 ���G�	�. 	
 �$ ����(� 	� ����=��� ��$���#
	���	���� * ��#
"
��

	�. �
G	
 �������. ��
 ���#�� ������	
 $

A�� �����G�	�� ��� �A�	�� ���
���� -����/ p ���
�	
� �A�	�� 	� ������<�� ����		
� ��
�� 4
@�
�� ��� �A��
	�� *52: -����/ ����
 ���
����=� 	� ����� ���
�� �A�	��. � ����(�
		��. ���
��
��		�� 	� 
�	
�� ���
�� �
��G�		�$ #����	�
� -,a/� *�� ���
� �
��G�		�$
#����	�
� ����	�� ��� �A�	�� ������ � ��������	��� ����(���� J�� �A�	��
������ � 	���������	��� ����(��� ��� ����
��	 ���
� ����
��G�		�$ #����	�
�
� -qV,a/� J�� �#
 ������(�� �������� ��	
G��� ����
� ��� 	� ����(� A. ��� �
	� ����(� A∗. ��
 
��	� �����	
. ���� ����(� ����	
 ���G�	� � $�	���� � ����
	���
����$ ����

�� * (���= ����	�	�� 
�����		
#
 	��
������ qV,a ���� �
���	�
�#
 �
��'���(��. ������(�� �
�
�$ 	� ������ ��	
G�	�� 	� �
��G�		�= ����(��
���A�� ��#
���� ���$ ����$ ���
�
�^�_�

,UL�nSPMN aOP�VNLM D�nPON� ]NMZU� -,aD/

�� �������� 	�����	
� �����G�	�� ��� ����
� 	�������	�$ S0 � �
���
��	�" ����
�
 za 
= 0� !���������� 	������ r0 = b−AS0 � �
��#����� p0 = u0 = r0�

�� J���� 
#�	��
�������� ����(�
		�" �
(��� ��� j = 0, 1, . . . . �
��
�<�" �� �
�
����
������	
��� ��"����"H

��� αj := (rj , z
a)/(Apj , z

a).
��� qj := uj − αjApj .
��� Sj+1 := Sj + αj(uj + qj).
��� rj+1 := rj − αjA(uj + qj).
��� βj := (rj+1, z

a)/(rj , z
a).

��0 uj+1 := rj+1 + βjqj .
�� pj+1 := uj+1 + βj(qj + βjpj)�

qVQUL�nSPMN DMPXVWV�N� ]NMZU� -qV,aDfCq/

�� �������� 	�����	
� �����G�	�� ��� ����
� 	�������	�$ S0 � �
���
��	�" ����
�
 za 
= 0� !���������� 	������ r0 = b−AS0 � �
��#����� p0 = r0�

�� J���� 
#�	��
�������� ����(�
		�" �
(��� ��� j = 0, 1, . . . . �
��
�<�" �� �
�
����
������	
��� ��"����"H

��� αj := (rj , z
a)/(Apj , z

a).
��� sj := rj − αjApj .
��� wj := (Asj , sj)/(Asj , Asj).
��� Sj+1 := Sj + αjpj + wjsj .
��� rj+1 := sj −wjAsj .
��0 βj := (rj+1, z

a)/(rj , z
a) · αj/wj .

�� pj+1 := rj+1 + βj(pj −wjApj)�
4� �A�	�� 	����(�
	�	�$ ����� ������������
" '����� 	�����	
� �����G�	��

S0 ������ ��	�� �A�	�= 	� ������<�� ����		
� ��
�� !���
 za 
���	
 �����
�=� ���
 ���	��	�� 
�
� �
 
�	
" �� 
��" �

��	��. ���
 ����

�. � �
�

#
 ���
�

��	��� ��	�. � ������
�� 	
�� ��	� ��

8���(�
		�" �
(��� ����	��������. �
#�� 	
�� 	������ 	� ���	�A���� � ����		
�
����
 ���

0�



4���	�	�� ������ BP\[PQR @�
	
��� ���� �� ���� 
����� 
� 	�����	�� �
��
#���
��. �A�=<�" *52: -����/� I�
 ���� �
�
G�����	�" @''���. ���� �������� �
�����
�
#���� ��� 
�	
���	
#
 ���
���
��	��� 4� 	�
�$
���
��� � �
�����=<�� �
�
�
���� �	
#
�����		�� ������ ��� �
	���	
" ������� ����
 ������ (����

���	

�
������ ���� 	� ����
��� �
�����		
" �
��
#����. ������=<�" ����(�
		�
	�" ���
�� 4������ ��� �

��G�	�� � �
���� ���
#
 �A�	���

�� 9
G	
 ��<�����		
 �@�
	
���� 
��
����= ������ �� ���� �
��<�	�� ����� ����
���
� ����	
��� Dim� !��� ��� ���	
 �� ��A�
����		
#
 �����. �	
#�� �� ���#
�
	���" ����(� A �
��
�� �� 
�	�$ � ��$ G� �����. �
�
�� �������=��� ���
 � 	�����
��G�
#
 A�#� ����		
#
 (����. ���
 �

�<� ���� �#
 	����
�� 4
@�
��. �����
 ����
�
� �
��A
" ����	
��� �
����
�	
 ���
���
���� ���#
 
�	� �����	�= �����		�=�

�� &
	���	�" ��� ����(� A �
��
���� �
����� 
�������(�= ��	
G�	�� 	� ����
�
. �
�

� �������� �
���
���� 	�
�	
���	
 	� ��G�
� ����(�
		
� A�#��

8��
������ �$��� � ����� �
���	����		��� �����		��� ��� ���=���(�� �
#
.
��� � �
	���	
� ������ �
G	
 �����
���� @�� �

��G�	���

��	
�	�� ����� �����������	�$ �����" 	� �
��A�	�� 
�	
#
 A�#� ����(�
		�$
���
�
�. � 
�	
�� �
�
�$ ��G�� ���� ���
�� �
��G�		�$ #����	�
�. �
��
�� � �����
��(�� ��	
G�	�� ����(� A 	� ����
� 4���� �� 
��	 A�# @�� 
���(�� ����"���
��	�
���G��� ! (���$ 
��<������� @�� 
���(�= 	���
��� @''�����	
 �����#����� ������
=<�" ��#
����

�� J�� $�	�	�� ����(� A �
���=��� �� ������
� ����	
��� Dim � ���	���

A;GG;R0, A;GG;L0, A;GG;0R, A;GG;0L, A;V 1V 1;R0, A;V 1V 1;L0,

A;V 1V 1;0R, A;V 1V 1;0L,A;V 2V 2;R0, A;V 2V 2;L0, A;V 2V 2;0R, A;V 2V 2;0L.

�����A���� 	�	������ @����	�� ����(� A ������� �
���
 
� ������� ���� � �$ $�	��
	�� ������ �����	�$ �����		�$� J�� $�	�	�� ���
" ����� *52: �
���=��� ����
���� b;G. b;V 1 � b;V 2 ���G� ����	
��� Dim�

�� :�	
G�	�� ����(� A 	� ����
 �� ���
� $�	�	�� ����(� A 	�G	
 
#�	��
�
������ � (���� �
 �����. ��� ��G�
#
 ���� �������� �� �

��	��� �
����=<�#
��
����
��

��0 8��
���
��	�� ���
�������������� 

*�

��� �$
���
��� ����(�
		�$ ���
�
� �	�G����� �� �������	�� ����� 
����
��
��		
��� ����(� *52:� 4
��
���� ������. �
�
�� ��$
����� �A��� 	� �������.
���
��� � *52: � �
��A�� ���
�
� �
�����		�$ �	���	�" � ����(. ����	�=��
�� ����(�
		�� ���
�� � ���
���
��	��� ��������	
�@�������	�	�$ 
����

� -^0_/�
)�A�	�� ������� -����/ ����	����� 	� �A�	�� ������

B−1Ad = B−1b, -����/

#�� ����(� B ���
��. ��
 �������
By = z -����/

�
G�� ���� �A�	� �
����
�	
 @''�����	
. � ����
 
����
���		
��� � ����(� B−1A
��<�����		
 ��	�A�. ��� � ����(� A� 9���(� B 	�����=� ���
����������������

! 	���
�<�� ���� 	��
���	 �
��A
" 
��� ���
� ���
��������������"� )����
��
�� ��� 	���
��� �
���� � ������(�� ��
�
�� �
��
�	�� ���
���������������

0�



4��
�������������� w�
��

B =
1

ω
diag (A ) -����/

4� ���
� ���
� B ��� �A�	�� ������� -����/ 	�G	
 ���#
 ��A� ��	
G��� m��=
�

��	��� ����
� z 	� �
�� ω

am,m
��� ���$ m�

4��
�������������� DDem
-Do}}NMOVQ DnQQN\\V~N e~NO�mNWPzPMVUL }NMZU�/

4�������� ����(� A � ���� ����� A = L + D + R. #�� L p 	�G	����#
��	��
����(�. D p ���#
	���	�� ����(�. � R p ��$	����#
��	�� ����(�� ! ��������
���
�������������� � ���
�� SSOR ���
����=� �����=<�= ����(�

B =
1

2− ω

(
D

ω
+ L

) (
D

ω

)−1 ( D

ω
+R

)
. -����/

! @�
� ������ ��� �A�	�� ������� -����/ �������� �
����
������	
 �A��� ��
�������� ! ���$ �� 	�$ ����(� ���#
��	��. � � 
�	
" �

�<� ���#
	���	���

J�� ������(�� ���
�
� � 
����		��� ���
���������������� -����/ � -����/ 	�
�������� �
�
�	�����	�� ������� ��G	
 �
���
 �
������ ��#
��� A�#� ����(��.
�
�
�" �
��
���� 
��<������� ����		�" ����(�
		�" ���
� � ����(�" B−1A ��
���
���. ��
 ��� �	'
��(�� 
 ���
�������������� $�	���� � ����(� A�

��1 8	����'�� �
 ���
���
��	�= ������ BCDEC*F

���A�� ������ ���
�� �
��
#��� �� ������ BP\[PQR. ���
����=<�$�� ��� �A�	��
*52: �����	��� �
��'���(���� ���
�� ����
��G�		�$ #����	�
��

�/ J�����(�� ����(� � ����
� � ���	��� A � bH

QMatrix A; , V ector b; .

�/ ������	�� ������ ��� $�	�	�� ����(� A � ����
� b ����	
��� Dim -��
��
� ��
��(� ���=� 	
���. 	���	�� � � � �
	��� Dim/H

Q;Constr(&A, ”A”,Dim,False,Rowws,Normal, T rue); ,

V ;Constr(&b, ”b”,Dim,Normal, T rue); .

�/ 4���
��� @����	�� ����
� b � 	
��
� i �	���	�� �����		
" tmp

V;SetCmp(&b, i, tmp); .

�/ ���������. ��
 � ��
�� ����(� A � 	
��
� i �
��G���� n 
����	�$ 
� 	���
@����	�
�

Q;SetLen(&A, i, n); .

�/ 4���
��� @����	�� ����(� A. 	�$
��<����� � ��
�� � 	
��
� i � ��
��(� �
	
��
� j �	���	�� �����		
" tmp -���������" @����	� � ������ 
����	�$ 
� 	���
@����	�
� ��
�� ����� 	
�� k 
� % �
 n− 1/H

Q;SetEntry(&A, i, k, j, tmp); .

0�



0/������ �
�	
��� �A�	�� ������� Ax = b ��	
" εH

SetRTCAccuracy(ε); .

4����� ε ���������" @�
" �
(���
" 
�������� A�# n. 	� �
�

� �
��$
��� ���
��A�	�� ����(�
		
#
 �
(���� �A�	�� ������� Ax = b� �
�� n 
���������� ��
���
���. ��


‖b−Axn‖2 ≤ ε‖b‖2, -����/

#�� ���� xn 
�
�	���	
 �����G�	��. �
����		
� 	� n�
� A�#��
 / 4���
��� �����		
" tmp �	���	�� i�
" �
��
	�	�� ����
� b

tmp = V;GetCmp(&b, i); .

1/ ���
�
���� ������. 
�����		�= �
� ����(� A � ����
 b.

Q;Destr(&A); , V ;Destr(&b); .

J�� �A�	�� ������� Ax = b � 	���������	
" ����(�" � ������ LASPack �����
�
��	� �����=<�� ���
���

+/ ,UL�nSPMN aOP�VNLM UL MZN bUO}PW `�nPMVUL\ -,ab/� k#
 ����	�	�� 
��<����������
���� ���
� �
(���� CGNIter� k� �
�
���H

V ector CGNIter (QMatrix ∗ A, V ector ∗ x, V ector ∗ b, int MaxIter,

PrecondProcType PrecondProc, double ω); .

4���� �� ������� ����=� @����	�� �A���
" *52:� r��
�����		�" ������
MaxIter ������ ���������	
� ���
�	��
� ����
 A�#
� ����(�
		
#
 ���
��� 6����

���
�. ����A�	�� ����(�
		
#
 �
(���� �
��$
��� � ���$ ������$H ���
 �
���#	��
�� ����		�� �
�	
��� 	� n�
� A�#� -���
��� -����//. ���
 ����
 ����(�" �
���#�
 �	����
	�� MaxIter� 4����� PrecondProc ������ �� �
��
G	�$ ���� ���
��������������H
JacobiPrecond. SSORPrecond � ILUPrecond� !��
 ����$ ���$ 
����	 � ������ -��1/.
� ����" �������� ��G	�� �
�������� ��

#
 �� �	���	�� ω = 1� 4�����. ����=<�"
���
�������������� �
G�� ���� ����	 �	���	��� NULL� ! @�
� ������ ����(�
		�"
�
(��� ����� 
��<���������� ��� ���
��������������� 4
����	�" ������ �
(����
������ �	���	�� ������� ω � ���
��������������� �	���	�� @�
#
 ������� �
G��
���� �=���. ���� ���
�������������� 
�����������

!
 ���$ �����=<�$ �
(����$ ������� ���=� �
� G� �����. ��
 � � �
(����
CGNIter�

�%/ aNLNOPWV�N� ]VLV}PW mN\V�nPW -a]m`D/� k#
 ����	�	�� 
��<���������� ����
���
� �
(���� GMRES� k� �
�
���H

V ector GMRESIter (QMatrix ∗ A, V ector ∗ x, V ector ∗ b, int MaxIter,

PrecondProcType PrecondProc, double ω); .

��/ qV,UL�nSPMN aOP�VNLM -qV,aKMNO/� k#
 ����	�	�� 
��<���������� ���� ���
� �
�
(���� GMRES� k� �
�
���H

V ector BiCGIter (QMatrix ∗ A, V ector ∗ x, V ector ∗ b, int MaxIter,

0�



PrecondProcType PrecondProc, double ω); .

��/ {nP\V�]VLV}PW mN\V�nPW -{]m. YVMZUnM WUQR�PZNP�/� k#
 ����	�	�� 
��<�������
���� ���� ���
� �
(���� QMRIter� k� �
�
���H

V ector QMRIter (QMatrix ∗ A, V ector ∗ x, V ector ∗ b, int MaxIter,

PrecondProcType PrecondProc, double ω); .

��/ ,UL�nSPMN aOP�VNLM D�nPON� -,aD/� k#
 ����	�	�� 
��<���������� ���� ���
�
�
(���� CGSIter� k� �
�
���H

V ector CGSIter (QMatrix ∗ A, V ector ∗ x, V ector ∗ b, int MaxIter,

PrecondProcType PrecondProc, double ω); .

��/ qV,UL�nSPMN aOP�VNLM DMPXVWV�N� -qV,aDfCq/� k#
 ����	�	�� 
��<���������� ���
�� ���
� �
(���� BiCGSTAB� k� �
�
���H

V ector BiCGSTABIter (QMatrix ∗ A, V ector ∗ x, V ector ∗ b, int MaxIter,

PrecondProcType PrecondProc, double ω); .

4���� BP\[POR � �	��	��� � 
����
� �
����� 	�$
����� �
 �����

http : //ftp.wh2.tu − dresden.de/pub/FreeBSD/ports/i386/packages/math/.

���$ 8	����'�� �
 ���
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���� �����
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8�$
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vn+1
m − vnm

τ
+

vn+1
m+1 − vn+1

m−1

2h
= fn+1

m , 0 < m < M ; vn+1
0 = vn+1

M = 0; v0m = u0(mh).
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f(t, x) = exp(t)
(
sin(πx) + π cos(πx)

)
; u0(x) = u(0, x) = sin(πx). -���+/
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max
0≤m≤M

|vNm − u(Nτ, mh)| = max
0≤m≤M

|vNm − u(1, mh)|. -���%/
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Ω = [0; 1] × [0; 1]

��� ������� ���	�	�" -���/ � f = 0 �
 �����=<��� 	�����	��� � #�	��	��� ���
���
���H

(ρ,u)|t=0 = (ρ0,0), (x1, x2) ∈ Ω;

u1(t, x1, x2) = w, (t, x1, x2) ∈ [0, T ]× Γx2+, Γx2+ ≡ {(x1, x2) ∈ ∂Ω, x2 = 1};
u1(t, x1, x2) = 0, (t, x1, x2) ∈ [0, T ] × (∂Ω \ Γx2+);
u2(t, x1, x2) = 0, (t, x1, x2) ∈ [0, T ] × ∂Ω;
ρ(t, 0, 1) = ρ0, t ∈ [0;T ].
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∂g

∂t
+ w

∂g

∂x1
+

1

2

∂u2g

∂x2
+

2− g

2

∂u2
∂x2

= 0. -����/

�&������9 � �)��� �29 #�������9 ����&�(��'��� � #&2�) m2 = M2>

G0,M2 = ρ0;

Gt + wĜ0
x1

+ 0.5 ((V2Ĝ)x̄2 + 2(V̂2)x̄2 −G(V2)x̄2)+

+0.5h2

(
(GV2)

−12
x̄2x̄2

− 0.5(GV2)
−22
x̄2x̄2

+ (2−G)
(
(V2)

−12
x̄2x̄2

− 0.5(V2)
−22
x̄2x̄2

))
=

= 2τη(Φs1Ĝx1)x̄1 −
4τη

h2
Φs̄2Ĝx̄2 , m1 = 1, . . . ,M1 − 1, m2 = M2; -����/

Gt + wĜx̄1 + h1w
(
G−11

x̄1x̄1
− 0.5G−21

x̄1x̄1

)
= −8τη

h1
Φs̄Ĝx̄1,M , m1 = M1, m2 = M2. -����/
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A;GG;00 · Ĝ;00 +A;GG;R0 · Ĝ;R0 +A;GG;L0 · Ĝ;L0 +A;GG;0L · Ĝ;0L+

+A;GV 2;0L · V̂ 2;0L = b;G,
-����/
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A;GG;00 = 0.5 +
τ2η

h2x
(Φ;R0 + Φ;L0) +

τ2η

h2y
Φ;0L,

A;GG;R0 =
wτ

4h1
− τ2η

h2x
Φ;R0,

A;GG;L0 = −wτ

4h1
− τ2η

h2x
Φ;L0,

A;GG;0L = − τ

4h2
V 2;0L− τ2η

h2y
Φ;0L,

A;GV 2;0L = − τ

2h2
,

b;G = 0.5g;00− τ

4h2
G;00 · V 2;0L−

− τ

2h2
(−2.5G;0L · V 2;0L+ 2Gm1,M2−2V 2m1,M2−2 − 0.5Gm1,M2−3V 2m1,M2−3 +

+ (2−G;00)(−2.5V 2;0L+ 2V 2m1,M2−2 − 0.5V 2m1,M2−3)) .
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