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"�� -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ρ2u3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
"�� -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ρ2u3 1������������	� 3 � � � � � � � � � �!
"�" -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1u2ρ3 1������������	� 3 � � � � � � � � � �+
"�' -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ρ2u3 1��������	� 3 � � � � � � � � � � � �+
"�� -0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1ρ2u3 1������������	� 3 � � � � � � � � �+
"�/ -0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1u2ρ3 1������������	� 3 � � � � � � � � ��
"�� -0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1ρ2u3 1��������	� 3 � � � � � � � � � � ��
"�! -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ρ2ρu3 1������������	� 3 � � � � � � � � ��
"�& -0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1ρ2ρu3 1������������	� 3 � � � � � � � ��
"��+ -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
"��� -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u3 1������������	� 3 � � � � � � � �"
"��� -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1u2ln(ρ)3 1������������	� 3 � � � � � � � �"
"��" -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u3 1��������	� 3 � � � � � � � � � �'
"��' %0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
"��� %0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u3 1������������	� 3 � � � � � � ��
"��/ %0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1u2ln(ρ)3 1������������	� 3 � � � � � � ��
"��� %0��� � ��	������		��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u3 1��������	� 3 � � � � � � � � ��
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"��+ $��	���	� �0��� 4�5�%�)����� 1u2ρ3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
"��� $��	���	� �0��� 4�5�%�)����� 1ρ2u3 1��������	� 3 � � � � � � � � � � � � � �!
"��� -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ρ2u2θ3 1������������	� 3 � � � � � � � � �!
"��" -0��� � 
�	����	��� ���	��� �� 1ln(ρ)2u2θ3 1������������	� 3 � � � � � � �!

* ��'���� ��"�� �'!�'�( �+
'�� %*#�������	�� � ���	����		��� ��6�	�� $% � � � � � � � � � � � � � � � � � �&
'�� 7���8����	��� �	���	�� �*	)
�� ����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � "�
'�" �
�	)� �����6	���� �����		��� �	���������	� � � � � � � � � � � � � � � � � "�
'�' �������	
���	�� ������8�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "'
'�� ����������	�� � ���������		�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "/
'�/ 9���	�	�� ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "&
'�� :�	��	�� *���	�	�� �.������ � � �)���. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
'�! 9���	�	�� �����������	���� � ������		�� )�;���
��	��� � � � � � � � � '�
'�& ,���	��	�� *���	�	�� �.������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '"
'��+ <���� �����	)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''

$ �"'�����,�� !' !�'-������'����. **
��� ��#�� ������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''
��� %��*)�*�� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
��" 7��
��*�� Shema � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
��' =��	� ������		�0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '&
��� 7���0�� �� ���	���	�� ������ ) %:49� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

�!��'" /������#�( $�


 ������	�

<����������)�� ����������	�� �#� � >> ��)� ����	� ��	 �� ���� �����*.#�� �����
����� �	���*��	���2 ������*���0 ��� �	����� � ������)�
�� 	���0 ���8	�0 � ����?
����� #�0 ����)��� � ����0 ������	�0 ���)���	�0 ������ 0� ��	�� �� ��	��	�0 ���?
����� �����������)��� �����	� ���	��� ���� ���
�����  �� .�� �������	
���	��
*���	�	� � (� ���6��6�� ���� 	�)����	 �����	�� ���� ������ � �������	
���	��
����� ������	�0 ��)�	��2 ������*.#�0 � ��������		�0 	�*)�02 � ;)�	���)� � ��*��0
����)�0 �� ����)� �����0 �� ���	���� ������������� @�	��	�2 ���8�� ����� �� ;����
�����	 .�� ���)	���		�� �������	
���	�� *���	�	� 2 	� ��� ���6� ���������� 
	�*�	�0 	�������	��2 ��� ����*��� ���������	�� *���	�	�� � ����	�0 ��������	�0
19�A73�

<����������)�� ������2 )������ �����8�� *���	�	� 1��� ������� *���	�	��3 �
����	�0 ��������	�02 ���	�  �� .�� ��������� 	�*�	��� �	������ ��������)��� % ��?
���������)�� ���)� ���	� ���������	� )�������)�
� ��	��	�0 *���	�	��2 ������	�
�����	��)� � ����	���	� �����6����� � )����)�	��� � �� 	����	�?)�����0 �����2
* ����� ����� 	����	� ������� �0 ���	��� ��6�	� � B�� ������ ����*�� ���	 ����)��
�����������)�� ��������)� ������������ � ����8	�	� ���	��������� � ���8	���.
�������.#�0� �����2 ���8�� ����� �0 	���	��	���.� %��������� ;����  �� ��� ��2
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��� ������ ��)�	��		� �����������)� ����� 	� �����	 6	�� ��	 �*#����*�� ����)�
	� �� ���0 ��������

9������ ��8	��� � 	��*#	��� ���)���	�0 �����2 ����) ��6�	�� ���	��� ����
�������	
���	�0 ����� ������8���� ��8� ��� ���*������ ������ �� �0 �����6�?
������ �� ;���� �����	 .�� ����� ���	������	�� ������2 	���	� � )��������)�02
���������		�0 � ������ �������	
���	�0 *���	�	�� ���� �������	� ������		�02
������������)�0 � �	���0 ��*��0 � )�	�� �����		��� �������� ��6�	� � =�� ������
����) ������8�		�0 ��6�	�� �������	
���	�0 ����� ) ��6�	�. ������������	�?
��� ����� �����������)�0 )�	��	����	�0 ����� ���	�)�� �#� � >C> ��)�� % �� ���	���
BD< ;��� ������ ���� �#� ������)����	��2 � �����	����� ����	� ����*�	�� �� ���	
6���)��� )�*�� *��	�0 � �	8�	����2 ���� �������� ������� ������ �����������)���
����	���	� �����	�0 ��������

��	�� �� ���0���� ������8�		��� ��6�	� �������	
���	�0 *���	�	��  �� ��?
� ����� ���	���	�0 �0�� 1$%3� �	  �� ��� ���	 	��� �	��2 � ��� �������� ��8��
��� �����	�	 �� ��6�	� )�) *8� ������	�0 *���	�	��2 ��) � ����������	 ��� 	����
������� 7������	�� $% �� 	���0 ���8	�0 ����� ����*�� �	�	� � ����� ���������?
	� ;���� ������ ��� ��6�	�� ����� ������02 *8� ���������		�0 *���	�	�� �����	���
)�����2 	��������0 �����	��� ��������� ������ 	� ������� � �0�������� � *������?
����� $%2 �����������0 �� ��6�	� ���8	�0 �����2 )�) �������2 	� *����� ���*���
� ���*�	�� ���)� ��� ��������	� ���
�������� ���	 ����)�� )������)�
��� 7�;��?
�* 	���� $% ����� ���� � ��0�� �� ����� ��6�	� �����	�0 ����� � ������*.� 	�
*���������� � �0�������2 � ���������	��� ���)�����)�0 )���������

7����������� ���)��)*� ����	��	���	 �� ��*��	� �����	�	�. $% 	� �������
���8	�� 	���	��	�� ������� 9�A7 ������	��� ����2 �������.#�� ���8�	�� � �)���
����� ,� ������� ;��� ������� ����	�����*��� 2 )�) �� ��6�	� 	���	��	�� �������
9�A7 ��8	� ������8�� $%2 )����� �������� ) ������������	��* ��6�	�. ������
��	��	�0 �����������)�0 *���	�	�� 1%:493� D ���)��)*�� �����������.�� )�) ���?
����6� )����� ������

”
�������	� “ ���� ) ���	�
� �������2 ��) � ����� ���8	� 

������
”
�����)�	� “2 )���� 	� ����� ���	�
� 	���0����� ������� 	� ���)� �)�����2

	� � ����	��� ����� =�*��	�� ������� �����		��� ��������� � �����	�� ��� ��������	��
�������
�� 	���	���� � 	������� ������0 ����� � �������		�� �0 *���8	�	����

D ��	��� ���)��)*�� ��8�� ��� ���0��� �� �������	� $%� 7����� ������ E ����?
	��� � �)����� ���� ������� .�� � ��	�0 � ��0 8� *���0 F�G2 ������ ���0�� E �)�����
������� � 
���0 *���02 � ����	��� � ���*
���0 F�G� D ����0 ��*�� 0 ����*�	�)��� )�?
����� ����������	�� ��������)� ��0�	�)�?�����������)��� ��)*����� <59 ����
�������	� $%2 �� )�����0 ���� �������	� �0 ����	���	��� D 
�� 0 *������	� �����
������	�0 $% 1)�8��� ��*��	� ���*���� ���. $%3 � ;�� �0��� ���� �	���	� ����	�	� 2
)������ ��0��	��� ��	��	�� �������� �����	��	�0 �0���

��	�� ;��0 ����0 ��8	�0 �������  �� ��� ��)� ��0��	�	� ����8����	���� �	�?
��	�� �����	�� �*	)
�� ����	���� � ����	��� �����	�� $% ���)��)*�� ��8	� �����?
��� 	� ��� ������ �� ��	�0 $% ;�� ���������� ������ �����)����
��� )�	��)���	�0
���	��� D ��*��0 �0���0 E �� ���� 	��� ���� �������	� �*	)
�� ����	���� ρ2 � 	�?
0�8��	� �*	)
�� g = ln ρ �� ���	���	�� �����)����
�� �����������		��� *���	�	� 
	�������	����� D �����6�0� �0���0 ;�� �������� �����	 ��� *����	�2 ���� *��������?
� .�� *����� ������	�� �
�	)� �6��)� �������	� ����	���� � 	���� - � ��������?
8�	��2 ��� �*	)
� ρ2 ����.#� ����������	�� ����	���� ����2 ������ ����8����	��

$�������������� $% ���� ���*����	� *��������2 ���� *������ *����������� 	�  �?

"



� ��� ���6)�� ������	����	��� D 
�� 0 �������	� $%2 ������.#�0 ��	����	���
*����� �� *�����������2 � ���)��)*�� ������*.�� ��6 	� �	�� $%� @�) ��)�����?
.� ������	�� ���������	� 1���8�� ����� �����	�0 �����32 ��	���	�� �����)����
��
�������	����		�0 ��������	�0 	� ���0	�� ����  �� ��� 	���0������ *������� �����?
��	� �� ����������� �����		��� 6��� �� 6��� �� �������	����		�� ������		��� ����
�����	�	� $% ��)�������2 ��� ��)�� ���0�� ������ ��2 ���� 	� ���	���. �������� ��
�����	�0 ����	���	�� 	� 6��� ���)�2 �� ��)�����	� �0 �������� ,� �	�� ���	���	��
�0��� ������ � � ��#�� ��*��� ) �������� 	���	��	�0 �����������)�0 *���	�	��2 	� �
���)��)*�� ������*.�� ���)� ��	��������		�� $%� B�� �����	� � 
�� 0 �������	� 
����	��2 ���)��)* � ;��� ��*��� ����) �����	�0 ��6�	�� �����0���� ��� ���������	� 
�����
��		�0 ������� ��6�	� 	���	��	�0 �������

D�� ������ ��	����	�� �� �������	����		�� ������		��2 ��;���* %:492 )������
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A����		�� ������2 �� )�����0 �����	 .�� ���	 ��� 	��)��)� ��)�	�� ��0��	�	� 
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(t, x) ∈ Q̄ = [0;T ]× [0;X].
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ρ
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∂p

∂x
= μ

∂2u

∂x2
+ ρf. 1���3
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(ρ, u)|t=0 = (ρ0, u0), x ∈ [0,X]. 1��"3
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u(t, 0) = u(t,X) = 0, t ∈ [0, T ]. 1��'3
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p = p(ρ,Θ), 1���3

��� ΘE ��������*�� �� 6)��� @����	�2 � � ������* �������	
���	�0 *���	�	�� 1���3
������ ��� �#� ��	� *���	�	��2  �� .#��� ���������� ��)�	� ��0��	�	� ;	������
7������� ��� �� ������ ��������	��� ����2 ���� )���� �	*���		  ;	���� U �������
��6 �� ��������*�� U = cvΘ 1cv = const > 03

cvρ
(
∂Θ
∂t + u∂Θ

∂x

)
= ∂

∂x

(
κ∂Θ

∂x

)
+ μ

(
∂u
∂x

)2 − p∂u
∂x , 1��/3

��� κ = const > 0 1)�;���
��	� �����������	����3�
@ *���	�	�. 1��/3 ������ ��� 	����	�� *������

Θ|t=0 = Θ0(x), x ∈ [0, X]. 1���3
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κ
∂Θ

∂n
= k (Θ− χ)|∂Ω. 1��!3

(��� k � χ E ����		�� �*	)
��2 n E ���	��	�� ��)��� �	�6	�� 	������ ) ���	�
� ∂Ω2
∂

∂n
E ��������	� �� 	������� $���	���� ��	�����2 ��� �������� ����) ����� ���	�
*

∂Ω ������
��	���	 ���	���� ��������*� ���� Θ � ���	)� χ�
D����8	� ��� ��*��0 �����	��

Θ|∂Ω = χ 1��&3

�

κ
∂Θ

∂n
= q, 1���+3

)���� ����.�� ���	��	�� *����� � ���� ������	�0 ��������*�� Θ ��� ��������� ��?

��)� κ
∂Θ

∂n
�

D ��*��� �����������	��� ���� *���	�	��� ����� 	� ����� ������.� #��������
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p = RρΘ, R = const > 0. 1����3
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p =
RρΘ

1− bρ
− aρ2, 1����3
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1− bρ = 1− ρ

ρ∗

�������� ) ���)��* ��������	�. �����	� ��� ������8�	�� ����	���� ρ ) �	���	�. ρ∗2
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X� ,� �����		�� �	������� [0; T ] ��)8� ������*��� ���	����	� ���)�[ ω̄τ = {nτ |
n = 0, . . . , N}, ��� Nτ = T � D ���*����� � ������� Q ������� ���)� Q̄τh = ω̄τ × ω̄h̄�
9��� ���)� ω̄h2 ������.#�� 	� ���	�
* ������� Ω̄2 ����	���� γh 1���	��	�� *���32 �
������.#�� �� �	*�� ������� Ω ����� ωh 1�	*���		�� *���3� 9��� x = 0 � x = X �*���
����	���� γ−h � γ+h �����������		��

@���� ���)� ωh � � �� �0�� ������*.�� ����	*��� ���)� � ���*
����� *������

A���� ω
1/2
h �*��� ����	���� ���)* ω

1/2
h = {mh + h/2 | m = 0, . . . ,M − 1}2 � �����

Q
1/2
τh = ω̄τ × ω

1/2
h �

(	���	�� �*	)
�� g2 ��������		�� 	� ���)� Qτh 1��� 	� ���)� Q
1/2
τh 32 � *��� (n,m)

�*��� ����	���� ����� gnm� S��� �	��)�� �*�*� ��*#�	�2 �� ;�� ��	�����2 ��� �	� ���	�
n � m� �� ��)��#�	� ������ �	���	�� �*	)
�� g � *���02 �����	�0 � *���� (n,m)2
������*.�� ����*.#�� ����	���	� [

gn+1
m = ĝ, gnm±1 = g±1.

D����� ����	���	� �� ����	��� �	���	� ������	 �����	�� �*	)
�� � ��*0 �����	�0
*���0

gs =
gnm+1 + gnm

2
, gs̄ =

gnm + gnm−1

2
.

�� ���	���	�0 ���������� �����	 .�� ����*.#�� ����	���	� 2 ���	 ��� � F'G[

gt =
gn+1
m − gnm

τ
, gx =

gnm+1 − gnm
h

, gx̊ =
gnm+1 − gnm−1

2h
, gx̄ =

gnm − gnm−1

h
.

�� ������8�	� )�	��)���	�0 ��������0 � �������	
���	�0 ���������0 � � ��
�0�� �*�*� ����������� ���	���	�� �����)����
�� ������ ����)�� �� ;��0 ����8�?
	�� ������ ����	���	� 

δ{W,V } =
V + |V |

2
Wx̄ +

V − |V |
2

Wx =

{
VWx̄, ���� V ≥ 0,
V Wx, ���� V < 0;

1���"3

δ1{W,V } =

{
(V W )x̄, ���� V ≥ 0,
(V W )x, ���� V < 0.

1���'3

!



D �0��� 4�5�%�)����� � )�	��)���	�0 ��������0 *��� 6����	�2 � )������ 	*8	�
���� �	���	�� �����	�� �*	)
�� F 2 ������� �� �	�)� )����	�	�� ��)���� �)������ V �
�� ;��0 ����8�	�� ������*��� ����	���	��

σ{F, V } = F
V − |V |

2
+ F−1V + |V |

2
=

{
−V F, ���� V < 0,
V F−1, ���� V ≥ 0,

1����3

��������� ������*���� 	�8� �)�� �	�� ���������	� � 	���� �����	�0 �*	)
��2
����		�0 	� ���)� ω̄h[

(v, u) = h
∑

xm∈ωh

vmum, [u, v] = (u, v) + 0, 5h
∑

xm∈γh
vmum,

‖v‖Ch
= max

xm∈ω̄h

|vm|, ‖v‖ =
√
(v, v), ‖v‖L2,h

= |[v]| =
√
[v, v], ‖v‖12 =

√
|[v]|2 + |v|21,

��� ����� |v|1 ����	���	� ���*	����2 ��������� ����*.#�� �������[

|v|1 =
√√√√h

∑
xm∈ωh∪γ−

h

(vx)2.

S��� a E ���	�� �	���	�� 	�)������ ������	�2 � a∗ E ������	�� ������8�	�� )
	��*2 �� �7�'/.��'2 !'-��8�'��6. ������8�		��� �	���	� a∗ �*��� 	������ F�G
������	*

Δ(a∗) = |a∗ − a|,
� '��'����/6�'2 !'-��8�'��6. ������8�		��� ��6�	� �*��� 	������ ������	*

δ(a∗) =

∣∣∣∣a∗ − a

a∗

∣∣∣∣ .
��	������	� �����6	��� ����� �	��������	� � ��*��� �������	� ������	 a2 ��?
� ��) )�����0 ������	 �� �2 ��)��)* ��)������� ���. �6��)� � 	����		�� ����� a∗�
A���� ��	������	*. �����6	��� ��������.� � ���
�	��0�

��� ����� ������	�� �� ��

7� $%2 ����	��	���		�� �� ��6�	� ������ 1���321��"321��'32 �#*�� �����	�� �*	)
��
H � V 2 ����.#�� ������8�		�� �	���	�� ����	���� ρ � �)������ u � *���0 ���)�� D
���6�	���� $% ;�� �*	)
�� ����	� 	� ��	�� ���)� Q̄τh� =�)�.��	�� ������� .� �0���
�� ���������� "��!?"���� D �0���0 �� ;��0 ���������� �*	)
� H ������ ��� � *���0

���)� Q
1/2
τh 2 �*	)
� V E � *���0 Q̄τh�

D )������� �	���	�� ���	���	��� ��6�	� 	� 	*����� ���� �� ������ ��*��� �0��
���*�� ����)
�� 	� ���)* ω̄h �*	)
�� ρ0 � u0

H0
m = (ρ0)m, V 0

m = (u0)m, xm ∈ ω̄h. 1���/3

D� ������ ��*��� �	���	� H0 ����.�� 	� ���)� ω
1/2
h 2 � V 0 	� ���)� ω̄h

H0
m = (ρ0)m, xm ∈ ω̄

1/2
h , V 0

m = (u0)m, xm ∈ ω̄h. 1����3

&



D $% �� ���������� "��+?"��� ������*��� �*	)
� 

G = ln(H),

����		� ��)8� )�) � �*	)
� H 	� ���)� Q̄τh�
�� ������

”
�������	� “ ���	��	�� �	���	� �*	)
�� �)������ ���	� 	*�.

V n
0 = V n

M = 0, n = 1, . . . , N. 1���!3

B�� ���	��	�� *����� � *���	�	� �.��� �� $% 	� )�8��� �����		�� ���� �����*.�
%:49 1��� ��� ������������	� ��6����0 %:493 � )��������� ���	�� ����* 	�������?
	�0� <����� ��)���������� ��	��	��	�� �����6������ ���*��.#�0� �����������)�0
����� � �������6�0 ��*�� 0 ��)���	� � ���������0 '�/?'�&� �����	��	�� ��)������?
���� ��8	� 	���� � ������0 F�2 �G2 � ��)8� � )�	���)��0 ��)
�� ���
)*��� 4�D�7�����
F��G� D ����*.#�0 ���������0 ��� $% �*�*� ����������	� �� ������� ������

”
�����?

��	� “� ,�8� �*��� ��\ �	�	�2 )�) �0 ����*�� ����	 � �� ������
”
�����)�	� “�

D ��*��� ������
”
�����)�	� “ 1���&3 ���	��	�� *����� 	� �)����� ��	 .�� 	�

����*.#��
V n
0 = ṽ, V n

M = V n
M−1 n = 1, . . . , N. 1���&3

9���	�	� 	� ����	��� � *���0 � m = 0 ��	 .�� 	� ����	����

Hn
0 = ρ̃ n = 1, . . . , N, 1���+3

A*� ����� ���8	� ��6���� ������ �� *���	�	�� 	� ����	��� � *���0 � m = M � ,�?
������2 �� $% 1"��3 ��8	� �����)��������� *���	�	�� 	�������	����2 ������		�� �
����

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x
= 0.

����� 	*8	�� ���	���	�� *���	�	�� ���� ��� ��)

Ht,M + VMĤx̄,M +
h

2

(
VM (Hxx̄,M−1 − 1

2
Hxx̄,M−2

)
= 0.

4	������	� ;��� ������ ��6���� � �� ��*��0 $%�
D ��*��� $%2 ����	��	���		�0 �� ��6�	� ����� �����������	��� ����2 ������� 

�#� ��	� �����	� �*	)
� Θ2 ����.#� ����������	�� ��������*�� ����� �� �� 	�?
0�8��	� 	� )�8��� �����		�� ���� ������ .�� �#� M + 1 ���	���	�� *���	�	��[
M − 1 �� )�����0 �����)�����*.� *���	�	�� ����	�� ;	����� 1��/3 1��� ;)�������	��
������ ;���� *���	�	� 32 � ��� �����6�0� E ���	��	�� *����� �� ��������*��� �� 
����	� �	���	�� 	� 	*����� ���� ������*��� 	����	�� *������ 1���3

Θ0
m = θ0(mh).

��� ����	�� ��� !� "��

7��)��)*� � ��*��� ��������	��� ���� �)�.���� ������ ����	� 2 ����� #�0 � 	�0�8��?
	�� ������8�		�0 ��6�	�� 	����	�?)�����0 ����� �� ������� ��� � ����#. 	� �?
	�0 $%� 7� ���*������ �����	�	� ;��0 ����	�� ������� ��� �������� ������ A����	?
	�� ;)�������	�� ����*�� �������� ��� ������	�0 �	���	� 0 ���������� �������	
�?
��	�� � ���	���	�� ����� 1	�8� �*��� 	������ ;�� ��������� �0��	���3� D0��	���
����������� �*��� ������

�+



�3 � �)��� μ �� �������	� F+�++�^ +��G 1���*����� ����*�� �������� �� ���0 �	���	��
+�++�2 +�+� � +��3^

�3 *���	�	�� ����� 	� p = p(ρ) 1���������� ��	��	*. ���������� p = Cρρ ���
)�;���
��	�� Cρ ���	�� �2 �+ � �++2 � ��)8� 	���	��	*. ���������� p = ργ 2 ���
γ = 1.43^

"3 6��� ���)� τ � h�
�&#/6���( ��� ��'� �/��#�� '9'����6 � ���� ��7/�, � -��9�"'�: !'�/�

"'�'�() �'/4�( �/��'���6 �(�'�( ' )���"���� &������'��� !'/# ���() ��3
&#/6���'� '� �)'��() !�������'�0

D����	�� ����	��2 �����������0 ������	�� ��*��	���2 ������.�� $%2 )������
����*��� �����������

�0*0� ;�/��' �(2 ����

����'� &������ &�"/. ����5 � ��!������ !�'-����(: ���/�&#.<�2 ��&�'��3
�#. �)��#: � !�'���"� �� �� ��/� �� '8�7'" � !'�'<6. &��� �: ���.<�2
�' �'� -/��"'� ��8����0

���� � ���2 ��� ��8� � ��	����	�� ��*��� ���������2 ������*.#�� 	�8������		��
$%2 ��������	� ���8	� � 	� ���*���� ��� �0 �����	�� �6��)� 1������)�3 ���)�����)�
	������8	�� D )	��� F�G �

”
��)�.��	��“ ������ �� ���)�����)�� ������ �� �����)�

��)�0 ��������� ��	�� �� �����		�0 ��� �������  �� ��� �����	��)� �������	
�?
��	�� ������2 ���.#�� ������	�� ���	�� ����)�� ��6�	��� B��� ������ ������)�
��
 �� ��� ��	�� �� ��	��	�0 	� ;���� �����)��

(������2 	�������2 �*	)
��

ρ̃(t, x) = et(cos(3πx) + 1.5), ũ(t, x) = cos(2πt) sin(4πx). 1����3

��)�� ����� �*	)
�� � )������� ���	��� ��6�	� ��*������	 ���2 ��� �*	)
� ����?
	���� ���8	� ��� ���6� 	*� �� ���0 ���)�0 ������	�� �������2 � �*	)
� �)������
���8	� ��	*� �� � ���	��	�0 ���)�0�

��������� �*	)
�� f0 1�����	*. �� 	*� ����*. ���� *���	�	� 	�������	����3 �
f ��)2 ����� �*	)
�� (ρ̃, ũ) *��������� �� ������� 1���3 � ������ ����.2 ��������		��
�� ;��0 �*	)
��

∂ρ̃

∂t
+

∂ρ̃ũ

∂x
= f0,

ρ̃
∂ũ

∂t
+ ρ̃ũ

∂ũ

∂x
+

∂p

∂x
= μ

∂2ũ

∂x2
+ f,

p = p(ρ̃).

1����3

�� ;���� 	*8	� ��������� � ���*. ���� ������� 1���3 �*	)
�� 1����3 � ���*���
 �	�� ��� �*	)
�� f0 � f �

��)�� �������2 �������	
���	� ������ �� ������� 1����3 � 	����	��� � ���?
	��	��� *����� ��

ρ̃(0, x) = cos(3πx) + 1.5, x ∈ [0; 1],
ũ(0, x) = sin(4πx), x ∈ [0; 1],
ũ(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0; 1],

1���"3

����� ����)�� ���	�� ��6�	�� � ������� Q = [0; 1]× [0; 1]2 ���������� �*	)
� �� 1����3�

��



����������)�� �
�	)� �� �0�� ���)��)*�� ��)�����.� �0������� �����		��� ��?
6�	� ) ���	��* ����)��* ��6�	�. � ��� �)�� �����)����
�� � 	���� Lh

2 1� �� 	�)�?

����0 �0�� � � 	����0 Ch � W 1,h
2 3 F�2 �G� %0������� ��8�� ��� )�) ���*����	�� 1����

���� ����� ��� �.��0 6���0 ���)�32 ��) � *����	�� 1���� ���� ����� ��6 ��� ����?
����		�0 ����	�6�	� 0 6����3�

7������� ��������*2 ������*.#*. �0��* �� ���)��)*��2 	� 	������ �6���) ��8	�
� ����#. ������ 1����3?1���"3 1��� �	������	�� ��3� �� ;���� 	*8	� �������� �����?
��	� �� $% ��� ������	�0 6���0 ���)� (τ, h) � 	���� �� )�8���� �����	�� 6����
	���� ���	���� ��8�* ���	���	�� ��6�	��� � ����)
��� 	� ���)* ���	��� ��6�	� 
�������	
���	�� ������ 1�����.�	�� �6��)� �����		��� �	���������	� 3 	� ������?
	�� �����		�� ����� $��*����� ��������.�� � �����
* ����*.#��� ����

4����.�	�� �6��)� �����		��� �	���������	� 
�� 	� �	�� $% � 
�	����	��� ���	��� ��
	���	��	��� *���	�	� �.������ � μ = 0, 1�

τ \ h 0.1 0.01 0.001 0.0001

0.1000 5.958e−001
3.380e−001
3.187e+000
0.000e+000

3.765e−001
2.002e−001
2.080e+000
0.000e+000

3.748e−001
1.989e−001
2.070e+000
1.500e−002

3.747e−001
1.989e−001
2.069e+000
6.300e−002

0.0100 2.442e−001
1.293e−001
1.287e+000
0.000e+000

3.690e−002
1.922e−002
2.143e−001
1.500e−002

3.505e−002
1.827e−002
2.039e−001
6.300e−002

3.504e−002
1.826e−002
2.038e−001
6.090e−001

0.0010 2.084e−001
1.097e−001
1.098e+000
0.000e+000

5.275e−003
2.746e−003
3.080e−002
6.300e−002

3.494e−003
1.818e−003
2.043e−002
5.930e−001

3.476e−003
1.809e−003
2.033e−002
6.079e+000

0.0001 2.049e−001
1.078e−001
1.079e+000
6.200e−002

2.141e−003
1.115e−003
1.250e−002
5.940e−001

3.652e−004
1.900e−004
2.137e−003
6.047e+000

3.475e−004
1.808e−004
2.033e−003
6.034e+001

7������		� �����
� �����8�� ���*����� �������� �� 	� �	�� $% � 
�	����	���
���	��� �� 1'�''3 �� 	���	��	��� *���	�	� �.������ 1'�'+3� D )�8���  ���)� � ����?
��) ������	� ������ �����[ ������ ��� ;�� 	���� �6��)� �����		��� �	���������	� 
� �������	����0 Ch2 L

h
2 � W 1,h

2 �����������		�2 � ������	�� ����� ;�� ���� �������	� 
����� ��� ����������*.#�0 6���0 ���)�� =� 	�� ��8	� ������ �����2 ��� �0�������
����� ����� � ��� �)�� τ + h2 �� ���0 ���0 �������	����0� B��� ����� ���	���. ���?
������ � ����������)��� �
�	)���2 ��� ������� � ���2 ��� ���������2 ������*.#� 
���	���	*. �0��*2 	� ��		�� ����� �������� ���	��

���	 ��8	��  �� ��� ������ � ���	���� ���*������� �� $% ��6�	� 2 )���� ���	��
��6�	�� 	�������	� � ����������)�� �
�	)� �����6	���� ���*����*.�� �� ���*��	� 
������ 	� ;��� ������ 	� ���)��)� ����� ������*.� ������� 	� ���8�		�0 ���)�0�
D���� � ��� �)� ���	���� ��6�	� 2 ���*��		��� 	� ���)� � 6����� τ � h ������� 	�
��	���	�� ����	�	� ��� �� 	���� � ���	�)���0 *���0 � ��6�	���2 ���*��		��2 	����?
���2 	� ���)�0 � 6����� τ/2k � h/2k2 ��� k ∈ N � S��� �0������� $% ���2 �� 	���� ;���

��



���	����2 )�) �������2  �� ��� �
�	)�� �	��* �� 	���� ���	���� ��8�* �����	�� �
���	�� ��6�	� �� � ��� �*�6�2 ��� ���6� �������� k�

7������8��	�� ;���� ��)�� ����*�� ���*���2 �����	  ������ ����	��� 7�����.?
��������� ;�� ��8	�2 ������ ����*.#*. �����
*� D�����.�� 6��� τ � h � � k?��
����)� �����
� ������ �� 	���� ���	���� ��6�	� v2 ���*��		��� 	� ���)� Q̄τ,h2 � ��?
6�	� vk2 ���*��		��� 	� ���)� Q̄τ/2k,h/2k 1�����
� �����
� �������.�� ������	���
6����� 	����	�� ���)�3 	� ������	�� �����		�� ����� D ������	�� ����)� �����8��� 
	���� �����6	���� ��6�	� v − u 	� ���)� Q̄τ,h�

7������		� �����
� �����8�� ���*����� �������� �� 	� �	�� $% � 
�	����	���
���	��� �� 1'�''3 �� 	���	��	��� *���	�	� �.������ 1'�'+3� D )�8���  ���)� � ����?
��) ������	� ��� �����[ �
�	)� �6��)� �����		��� �	���������	� � �������	����0 Ch2
Lh
2 � W 1,h

2 �����������		��

�
�	)� �����.�	�0 �6���) �����		��� �	���������	� 
�� 	� �	�� $% � 
�	����	��� ���	��� ��
	���	��	��� *���	�	� �.������ � μ = 0, 1

������� ���8�		�0 ����)�

τ = 0.1 τ = 0.01 τ = 0.001
h = 0.1 h = 0.01 h = 0.001

v− v1 3.618e−001
2.157e−001
2.006e+000

1.900e−002
9.905e−003
1.100e−001

1.752e−003
9.119e−004
1.024e−002

v− v2 4.948e−001
2.858e−001
2.677e+000

2.809e−002
1.464e−002
1.629e−001

2.624e−003
1.366e−003
1.535e−002

v− v3 5.490e−001
3.139e−001
2.950e+000

3.253e−002
1.695e−002
1.888e−001

3.060e−003
1.592e−003
1.789e−002

v− v4 5.733e−001
3.264e−001
3.073e+000

3.472e−002
1.809e−002
2.016e−001

3.277e−003
1.705e−003
1.916e−002

v − u 5.958e−001
3.380e−001
3.187e+000

3.690e−002
1.922e−002
2.143e−001

3.494e−003
1.818e−003
2.043e−002

�0*0� 
�-/��"�� �� �/6�(� ����(�

�� ������� 1���3 ������� ��� ������2 	����	�� � ���	��	�� *����� )�����0 ����?
��� .�� ����*.#�� ��������

ρ0(x) = 1, x < 4.5 ��� x > 5.5,
ρ0(x) = 2, x ∈ [4.5; 5.5],
u0(x) ≡ 0, x ∈ [0; 10],
u(t, 0) = u(t, 10) = 0, t ∈ [0; T ].

1���'3

�"



u0(x) = 0, x < 4.5 ��� x > 5.5,
u0(x) = 1, x ∈ [4.5; 5.5],
ρ0(x) ≡ 1, x ∈ [0; 10],
u(t, 0) = u(t, 10) = 0, t ∈ [0; T ].

1����3

_*	)
� f �� ������ ����� ������� 1���3 �������� ���	�� 	*�. � ����0 ������0�
��'�'� &������ �'��'�� � ��8���� &��� =�0�*> � =�0�$>0
D������	� ����*�� �������� �� �����	� Tst = nstτ 2 ��� )������ ��6�	�� ���������

������� �� �����	� 1��0���� 	� ���
��	��3� @�������� ��0��� 	� ���
��	�� ��8	�
������ �����	�	�� *����� 

‖(Hnst , V nst)− (H̃, Ṽ )‖Ch
≤ ε. 1���/3

_*	)
�� H̃ � Ṽ  �� .�� ����� 		��� � ���	�
∑

m∈ωh

Hnst
m /num(ω̄h) � 	*�. �������?

����		�� D�6� ����� num(ω̄h) ����	���	� ����� *���� ���)� ω̄h� D��� Tst ������.�
���	�� nstτ � D�����	* ε ������.� ��������	� ����� � ������� .� ����	�� �*����

$��*����� ����*�� ������� � ���� �����
2 �  ���)�0 )�����0 �������	� �	���	� 
	��� ���	����� 1���/3 � ������	�� ����	�� �����	� 1	�������2 nst/42 nst/22 3nst/42 nst3
� �����	� ���������
�� Tst = nstτ �� ������	�0 �0��	�0 �����������

7��
��� ��0��� 	� ���
��	�� �����	� ������.��������� �����)��� ���*0�	� 	�
*����)� �� t = 0 �� Tst 	��� 1���/3 2 � ��)8� �������� �����)� H � V 	� ������	�0
�����		�0 ��� 0� ��	���)�

”
���*0�	� “ ���
���� ���	 	��� �	� ��8�� ��� �����?

�.��������	� 
���	��� ����)
� �� 	� ����)��� (t, x) �����0	����� H � V 2 ���.#�0
���	�� 
��� � ����������� �� �	���	� �*	)
��� 7����� ��)�� ����)
�� �������	 	�
���*	)� �� =� ;��0 ����)
�� ��8	� ������ ����� � 
�)���	���� ���
���� ���������
��
����� 1���'3 � 1����3�

D ;��� ����	�� 	*8	� �������� �����	�	�� ��)�	� ��0��	�	� ����� �� ���*��?
����� �����	��� ��6�	� � �� ;���� ����*�� ������ �*	)
�. ��	������	��� ����	�	� 
����� 	� R?�� �����		�� ���� � ����	�	�� � 	����	�� �� �	���	���

Δmassa(n) =

∑
m∈barωh

Hn
m − ∑

m∈ω̄h

H0
m∑

m∈ω̄h

H0
m

� �������� ������)�2 �  ���)�0 )�����0 �������	� ������	� ;��� �*	)
�� � ������	��
����	�� �����	�2 � �� �����)� �� ������	�0 �0��	�0 �����������

D )�	
� �����	�	� ������� ����	� ����*��� �����	�� ����� ���8�		�0 ����)
�� �� �	�	� ��� �)� ���	���� ���*�����0 ��6�	��� �� ���� ����*�� �������� ���?
��
� ��)�� 8� )�) � � ������ ����	��2 	� � ������	�0 ����)�0 � �� �� � ���*�������
������	��� ���	��� ��6�	� ����*�� ��������� 	���� ���	���� ����	�	� � ��6�	���2
���*��		�� 	� ���)� Qτ/2k,h/2k 2 ��� k E ��)�����	� �����8	�� ������ D����		�� ����
�� ����	�	� ����*�� ������� �*#�����		� ��	6�2 ��� nst�

<���� ���8�		�0 ����) ��)8� ����*�� �����	�� �� ��*��	� ������� � ���	����
��������	� �����	� ��0��� 	� ���
��	�� � ����������� �� �0��	�0 ����������2 �� 
���� 	*8	� �������� ����������*.#�� �����
��

�'



$��� �[ `�)���	��� ����	�	� ����	����

�0*0% ?��7�/�&�,�5 '�,�//��#.<�2 9#�",��

�� ������� 1���3 ������� ��� ������2 	����	�� � ���	��	�� *����� )�����0 ����?
��� .�� ����*.#�� ��������

ρ0(x) = 2 + sin(kπx), u0(x) = 0, x ∈ [0; 1],
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0; T ].

1����3

ρ0(x) = 1, u0(x) = sin(kπx), x ∈ [0; 1],
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0; T ].

1���!3

_*	)
� f �� ������ ����� ������� 1���3 �������� ���	�� 	*�. � ����0 ������0�
A���� k2 ����.#�� ����� )�����	�� 	����	�� �*	)
��2  �� ��� 	��*���	�� � �� 
�����		��� ;)�������	�� ��������� �� �������	� �� � �� Ma�+2 ��� Mh = 1� ��)��
����� ��)�����	��� k ������������ ��������	*. �����)����
�. $%�

����6� &������ !�������/5�� �'7'2 ���/��'����� &������'��� ������� ���3
7�/�&�,�� '� �)'��() !�������'� �  ���'�( "'/�7���5 �'/�( � �� �/6�'�
#�/'���0

D ������ ����*�� �������� �����
�2 �����8�#�� �����	� ���������
�� ��� ������?
	�0 �������0 )�����	�� 1����)� �����
�3 � �0��	�0 ���������0 1�����
� �����
�3�
A���� M 2 ����.#�� ����� ����) �� ������	���*2 ��)���	�*��� �� � ���6� �++� 7��
��)�� M ������� )�����	�� 1����� k3 	*8	� �� � ����*.#��2

1, 2, 3, . . . , 10, 10 +M/10, 10 + 2M/10, . . . 10 + 9M/10.

@������� ��0��� 	� ���
��	�� ��)�� 8�2 )�) � �� ������ ����	���

��



�0*0* ���� �
”
!�'��"���5“

�� ������� 1���3 ������� 	����	�� � ���	��	�� *����� 2 )������ ������� .� �����*

”
�����)�	� “

ρ0(x) = 1, u0(x) = 0, x ∈ [0; X],

u(t, 0) = ṽ, ρ(t, 0) = ρ̃,
∂u

∂x
|x=X = 0 t ∈ [0; T ],

1���&3

��� X = 10�
7�������� ṽ (ṽ > 0) � ρ̃ (ρ̃ ≥ 1) ����.� �)����� � ����	���

”
	�����.#���“ ����)��

_*	)
� f �� ������ ����� ������� 1���3 �������� ���	�� 	*�.�
���� ����0 @����)�	� �����	��)� ���	��	�0 *������ �� ������� 1���3 ��)�.��?

��� � ����	�� 	� ���� ���	�
� *����� �� �*	)
�� �)������ b2 � ���	��	�� *������ 	�
�*	)
�. ρ ������� ��6 � ��0 ���)�0 ���	�
�2 ��� ��)��� �)������ 	�������	 �	*��
�������2 ���� ���)� � ��0 ���)�02 ��� ��� ���)��� � �������

�������'� &������ �'��'�� � ��� ��� &��� �
”
!�'��"���5“ !�� ��&/� �()

!��������) ��99����,��/6�'2 &��� � � '!����/���� ������� �()'�� �� ��3
8���5 �� ���,�'���0

5���	�� ������� ���
��	��	��� ��6�	� ������ �����)�	� �� ������*#�0 ����	��
E ��� ���������� �� �������	����		�� ������		���

@�������� ��0��� 	� ���
��	�� 	� �����		�� ���� nst ��8	� ������ �����	�	��
*����� 

‖(Hn, V n)− (Hnst , V nst)‖C ≤ ε 1��"+3

�� ���0 n ≥ nst� 7�����)* *����� 1��"+3 	*8	� ������ � �� ��������	� ���6���
����� ����� n[ 	�������2 �� 

n/lenst/k,

��� k ������� �� ���������� �������	
���	�� ������ � ���������� ����	�� �*����
D ������ ����*�� �������� �����
�2 �  ���)�0 )�����0 ������	� �����	� ���������?


��� %����
� �����
 ������.� ������	�� �	���	� � ṽ2 � ����)� E ρ̃� �� ���.����
��
��	���)� ���
���� ���������
�� 	*8	� �������� �����)� ����������� ����	���� � �)�?
����� �� �������	����		�� )�����	��� � ������	�� ����	�� �����	� 1	�������2 nst/42
nst/22 3nst/42 nst3�

���	��� �������� ����*�� �
�	�� ������� ���8�		�0 ����)2 ������ 	��)��)� ���?
��
 �����	 ���������
�� � �����)�� ���*��		�0 ���
��	��	�0 ��6�	�� ��� ������	�0
6���0 ���)��

��# �!��!

� ��'-'�(2 '� �� �'/4�( 7(�6 �"/. ��( �/��#.<�� !#�"�(0

�� ;7<�5 !'����'�"� ��99����,��/6�'2 &��� �0
���/-'����: ���/�&#.<�2 �0 D ��� ����� �� �����	� ���8	� ��� �������	�

�������	� ����� ���	���	�0 *���	�	�� � ����8�	��2 ����.#�0 ;����	�� �����
 �
�����0 ������ �����������)�0 �����2 )������ ����*��� ��6���

"� ;� �� ' �(!'/����� &�����5 @0
�3 _*	)
�� �� ������ ����� �������	
���	�� ������� 1����32 �� )�����0 �����?

����� ������� � ���	�� ��6�	�� � ;��� ������ ����.�
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�3 �����
� 	��� �6���) �������	� ������	��� ���	��� ����)��� ��6�	� �
�3 �����
� �
�	�) �6���) �����		��� �	���������	� ������� ���8�		�0 ����)�
'� ;� �� ' �(!'/����� &�����5 @@0
�3 �������	
���	� �����	��)� ������
�3 �����
�2 �����8�#�� ������	� 	��� ���	���� ��8�* ������8�		��� ��6�	� ?

��2 �������		��� 	� ���8�	�0 ���)�02 �� �����	 Tst/42 Tst/22 3Tst/4 � Tst � �����	�
���������
���

�3 7�����)� �����	�	� ��)�	� ��0��	�	� ����� �� ������*���� $%�
�3 7���������	�� ��	���)� ���
����� � ���� �����)�� �*	)
�� ����	���� � �)���?

��� � ������	�� ����	�� �����	� ����� �� ��0��� 	� ���
��	��� A������ �����		�0
������ ���8	� ����8�� �������� ���
���� ����� �� ����	�� *���	����	� �

�3 =�����8�	�� 
���	�� ����)
�� ��	�� �� )����	�	� ��6�	� 	� ����)��� (t, x)
1������ 
���	�� ����)
�� �������	 	� ���� 1�33 � �
�	)� �����	� 
�)���

�3 �����
� � �
�	)��� ���	���� ��6�	�� � �����	 ���������
��2 ���*��		�0 ����?
��� ���8�		�0 ����)�

��;� �� ' �(!'/����� &�����5 @@@0
�3 7����	��)� �������
�3 �����
� �����	 ���������
���
/� ;� �� ' �(!'/����� &�����5 @A0
�3 7����	��)� �������
�3 �����
� �����	 ���������
�� ��� ������	�0 ���������0 �������	
���	�� ��?

���� � ������*� �)��)�� �)������ ṽ � ����	���� ρ̃ � ���	��	�� *�������
�3 5����)� ����������� �)������ � ����	���� �� �������	����		�� )�����	��� �

������	�� ����	�� �����	��

� ���������� �����

��� $%��� � 
�	!���	��� ���	��!��� &ρ'u(

�� ����)� �����		��� ��6�	� ������ 1���321��"321��'3 ��8	� ���������� $%2 � )���?
��� ��� �����)����
�� )�	��)���	�0 ���	�� ������*.�� 
�	����	�� ���	����

Ht + 0.5 (V Ĥx̊ + (V Ĥ)x̊ +HV̂x̊) = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + 0.5 ((V Ĥ)x,0 + V0Ĥx,0 +HV̂x,0)−
−0.5h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht,M + 0.5 ((V Ĥ)x̄,M + VMĤx̄,M +HV̂x̄,M)+
+0.5h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +H (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3(V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) + p̃′(H)Ĥx̊ = μ̃V̂xx̄ −

(
μ̃− μ

H

)
Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

1"��3

��� p̃′(H) =
p′ρ(H)

H
� μ̃ = max

m

μ

H
� (��� � ����� ����� p′ρ(ρ) ����	���	� ��������	� 

*���	�	� ����� 	� 2
D�����		� ��6� $% �����)�����*�� ;)������	�	*. ������* 1��� *������ ����)�?
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∂ρ

∂t
+

1

2

(
u
∂ρ

∂x
+

∂ρu

∂x
+ ρ

∂u

∂x

)
= 0,

∂u

∂t
+

1

3

(
u
∂u

∂x
+

∂u2

∂x

)
+

1

ρ

∂p

∂x
=

μ

ρ

∂2u

∂x2
+ f.

1"��3

$������� *���	�	� $% � )�8��� ���)� �������	����		�� ���)� � ������ �����	�� ���
	�������	�0 �	���	� 0 Ĥm2 Ĥm±1 � V̂m2 V̂m±1 2 ���*����(

1− τ

h
V0

)
Ĥ0 − τH0

2h
V̂0 +

τ

2h
(V0 + V1)Ĥ1 +

τH0

2h
V̂1 = H0+

+
τ

4h
(2H0V0 − 5H1V1 + 4H2V2 −H3V3 +H0(2V0 − 5V1 + 4V2 − V3)) + τ(f0)0,

V̂0 = 0,{
− τ

4h
(Vm−1 + Vm)Ĥm−1 − τHm

4h
V̂m−1 + Ĥm +

τ

4h
(Vm+1 + Vm)Ĥm+1 +

τHm

4h
V̂m+1 =

= Hm + τ(f0)m,

−τ p̃′(Hm)

2hHm
Ĥm−1 −

(
τ μ̃

h2
+

τ

6h
(Vm−1 + Vm)

)
V̂m−1 +

(
1 +

2τ μ̃

h2

)
V̂m+

+
τ p̃′(Hm)

2hHm
Ĥm+1 +

(
−τ μ̃

h2
+

τ

6h
(Vm + Vm+1)

)
V̂m+1 =

= Vm +
τ

h2

(
μ

Ĥm

− μ̃

)
(Vm+1 − 2Vm + Vm−1) + τfm,

}
m = 1, . . . ,M − 1,

− τ

2h
(VM−1 + VM )ĤM−1 − τ

2h
HM V̂M−1 +

(
1 +

τ

h
VM

)
ĤM +

τ

2h
HM V̂M =

= HM − τ

4h
(2HMVM − 5HM−1VM−1 + 4HM−2VM−2 −HM−3VM−3+

+HM(2VM − 5VM−1 + 4VM−2 − VM−3)) + τ(f0)M .

V̂M = 0.
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(H0, V0, V1,H1, . . . HM , VM )T .
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Ht,0 + 0.5 ((V Ĥ)x,0 + V0Ĥx,0 +H0Vx,0)−
−0.5h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht + 0.5 (V Ĥx̊ + (V Ĥ)x̊ +HVx̊) = 0, x ∈ ωh,

Ht,M + 0.5 ((V Ĥ)x̄,M + VMĤx̄,M +HMVx̄,M )+
+0.5h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3(V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) +

p(Ĥ)x̊

Ĥ
= μ̃V̂xx̄ −

(
μ̃− μ

Ĥ

)
Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

V0 = VM = 0,
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��� μ̃ = max
m

μ

Ĥ
�
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�����	�� ��� 	�������	�0 �	���	� 0 Ĥm±1 � Ĥm2 ���*����(
1− τ

h
V0

)
Ĥ0 +

τ

2h
(V0 + V1)Ĥ1 = H0 +

τ

2h
H0 (V0 − V1)+

+
τ

4h
(2H0V0 − 5H1V1 + 4H2V2 −H3V3 +H0(2V0 − 5V1 + 4V2 − V3)) + τ(f0)0,

− τ

4h
(Vm−1 + Vm)Ĥm−1 + Ĥm +

τ

4h
(Vm+1 + Vm)Ĥm+1 =

= Hm +
τ

4h
Hm(Vm−1 − Vm+1) + τ(f0)m, m = 1, . . . ,M − 1(

1 +
τ

h
VM

)
ĤM − τ

2h
(VM−1 + VM )ĤM−1 = HM +

τ

2h
HM (VM−1 − VM )−

− τ

4h
(2HMVM − 5HM−1VM−1 + 4HM−2VM−2 −HM−3VM−3+

+HM(2VM − 5VM−1 + 4VM−2 − VM−3)) + τ(f0)M .
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V̂0 = 0,

−
(
τ μ̃

h2
+

τ

6h
(Vm−1 + Vm)

)
V̂m−1 +

(
1 +

2τ μ̃

h2

)
V̂m +

(
−τ μ̃

h2
+

τ

6h
(Vm + Vm+1)

)
V̂m+1 =

= Vm +
τ

h2

(
μ

Ĥm

− μ̃

)
(Vm+1 − 2Vm + Vm−1)+

+
τ

2hĤm

(p(Ĥm−1)− p(Ĥm+1)) + τfm, m = 1, . . . ,M − 1,

V̂M = 0.
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Vt +
1
3(V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) +

p(H)x̊
H

= μ̃V̂xx̄ −
(
μ̃− μ

H

)
Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

Ht + 0.5 (V̂ Ĥx̊ + (V̂ Ĥ)x̊ +HV̂x̊) = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + 0.5 ((V̂ Ĥ)x,0 +H0V̂x,0)−
−0.5h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht,M + 0.5 ((V̂ Ĥ)x̄,M +HM V̂x̄,M )+
+0.5h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

1"��3

��� μ̃ = max
m

μ

H
�
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Ht + 0.5 (V Ĥx̊ + (V Ĥ)x̊ +HVx̊) = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + 0.5 ((V Ĥ)x,0 +H0Vx,0)−
−0.5h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht,M + 0.5 ((V Ĥ)x̄,M +HMVx̄,M )+
+0.5h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3(V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) +

p(H)x̊
H

= μ̃V̂xx̄ −
(
μ̃− μ

H

)
Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

1"�!3

��� μ̃ = max
m

μ

H
�
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Ht + δ1{Ĥ, V } = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + (ĤV )x,0 = 0,

Ht,M + (ĤV )x̄,M = 0,

ĤVt + δ{V̂ , ĤV }+ p(Ĥ)x̊ = μV̂xx̄ + Ĥf. x ∈ ωh,

1"�&3
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HVt + δ{V̂ ,HV }+ p(H)x̊ = μV̂xx̄ +Hf, x ∈ ωh,

Ht + δ1{Ĥ, V̂ } = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + (ĤV̂ )x,0 = 0,

Ht,M + (ĤV̂ )x̄,M = 0.
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Ht + δ1{Ĥ, V } = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + (ĤV )x,0 = 0,

Ht,M + (ĤV )x̄,M = 0,

HVt + δ{V̂ ,HV }+ p(H)x̊ = μV̂xx̄ +Hf, x ∈ ωh,

1"���3
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Ht + 0.5 (V Ĥx̊ + (V Ĥ)x̊ +HVx̊) = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + 0.5 ((V Ĥ)x,0 +H0Vx,0)−
−0.5h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht,M + 0.5 ((V Ĥ)x̄,M +HMVx̄,M)+
+0.5h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

(HV )t +
2

3
(ĤV V̂ )x̊ +

2

3
ĤV V̂x̊ +

V 2

3
Ĥx̊ + p(Ĥ)x̊ = μV̂xx̄ + Ĥf, x ∈ ωh,
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∂ρ

∂t
+

1

2

(
u
∂ρ

∂x
+

∂ρu

∂x
+ ρ

∂u

∂x

)
= 0,

∂ρu

∂t
+

1

3

(
2
∂ρu2

∂x
+ 2ρu

∂u

∂x
+ u2

∂ρ

∂x

)
+

∂p

∂x
= μ

∂2u

∂x2
+ ρf.
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Ht + δ1{Ĥ, V } = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + (ĤV )x,0 = 0,

Ht,M + (ĤV )x̄,M = 0,

(HV )t + δ1{V̂ , ĤV }+ p(Ĥ)x̊ = μV̂xx̄ + Ĥf, x ∈ ωh,
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∂g

∂t
+

1

2

(
u
∂g

∂x
+

∂ug

∂x
+ (2− g)

∂u

∂x

)
= 0. 1"���3
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∂u

∂t
+

1

3

(
u
∂u

∂x
+

∂u2

∂x

)
+ p̃′(eg)

∂g

∂x
= μe−g ∂

2u

∂x2
+ f, 1"��/3

��� p̃′(x) =
dp

dρ
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Gt + 0.5 (V Ĝx̊ + (V Ĝ)x̊ + 2V̂x̊ −GVx̊) = 0, x ∈ ωh,

Gt,0 + 0.5 ((V Ĝ)x,0 + 2V̂x,0 −G0Vx,0)−
−0.5h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Gt,M + 0.5 ((V Ĝ)x̄,M + 2V̂x̄,M −GMVx̄,M)+
+0.5h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3 (V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) + p̃′(G)Ĝx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

1"���3
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��� μ̃ = μ‖e−G‖C �
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ω̄h �*	)
�� ln(ρ0) � u0[

G0
m = ln((ρ0)m), V 0

m = (u0)m, m = 0, 1, . . . ,M. 1"��!3

5��	��	�� �	���	� �*	)
�� �)������ ���	� 	*�.[

V n
0 = V n

M = 0, n = 1, . . . , N. 1"��&3
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(Ĝ0, V̂0, Ĝ1, V̂1, Ĝ2, V̂2, . . . , ĜM , V̂M ).
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Gt + 0.5 (V Ĝx̊ + (V Ĝ)x̊ + (2−G)Vx̊) = 0, x ∈ ωh,

Gt,0 + 0.5 ((V Ĝ)x,0 + (2−G0)Vx,0)−
−0.5h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Gt,M + 0.5 ((V Ĝ)x̄,M + (2−GM )Vx̄,M )+
+0.5h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3 (V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) + p̃′(Ĝ)Ĝx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−Ĝ)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,
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Vt +
1
3 (V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) + p̃′(G)Gx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

Gt + 0.5 (V̂ Ĝx̊ + (V̂ Ĝ)x̊ + (2−G)V̂x̊) = 0, x ∈ ωh,

Gt,0 + 0.5 ((V̂ Ĝ)x,0 + (2−G0)V̂x,0)−
−0.5h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Gt,M + 0.5 ((V̂ Ĝ)x̄,M + (2−GM )V̂x̄,M )+
+0.5h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,
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Gt + 0.5 (V Ĝx̊ + (V Ĝ)x̊ + (2−G)Vx̊) = 0, x ∈ ωh,

Gt,0 + 0.5 ((V Ĝ)x,0 + (2−G0)Vx,0)−
−0.5h((GV )xx̄,1 − 0.5(GV )xx̄,2 + (2−G0) (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Gt,M + 0.5 ((V Ĝ)x̄,M + (2−GM )Vx̄,M )+
+0.5h((GV )xx̄,M−1 − 0.5(GV )xx̄,M−2 + (2−GM ) (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3 (V V̂x̊ + (V V̂ )x̊) + p̃′(G)Gx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,
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��� μ̃ = μ‖e−G‖C �
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Gt + δ{Ĝ, V }+ V̂x̊ = 0, x ∈ ωh,

Gt + V̂x = 0, m = 0;

Gt + V̂x̄ = 0, m = M ;

Vt + δ{V̂ , V }+ p̃′(G)Ĝx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

V̂0 = V̂M = 0,

1"��"3

��� μ̃ = μ‖e−G‖C �
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(Ĝ0, V̂0, Ĝ1, V̂1, Ĝ2, V̂2, . . . , ĜM , V̂M ).
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Gt + δ{Ĝ, V }+ Vx̊ = 0, m = 1, . . . ,M − 1;
Gt + Vx = 0, m = 0;
Gt + Vx̄ = 0, m = M ;

Vt + δ{V̂ , V }+ p̃′(Ĝ)Ĝx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃ − μe−Ĝ)Vxx̄ + f, m = 1, . . . ,M − 1;

V̂0 = V̂M = 0,
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��� μ̃ = μ‖e−Ĝ‖C �
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Vt + δ{V̂ , V }+ p̃′(G)Gx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

V̂0 = V̂M = 0,

Gt + δ{Ĝ, V̂ }+ V̂x̊ = 0, x ∈ ωh,

Gt,0 + V̂x,0 = 0,

Gt,M + V̂x̄,M = 0,
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Gt + δ{Ĝ, V }+ Vx̊ = 0, x ∈ ωh,
Gt,0 + Vx.0 = 0,
Gt,M + Vx̄,M = 0,

Vt + δ{V̂ , V }+ p̃′(G)Gx̊ = μ̃V̂xx̄ − (μ̃− μe−G)Vxx̄ + f, x ∈ ωh,

V̂0 = V̂M = 0,

1"��/3

��� μ̃ = μ‖e−G‖C �
,����	�� � ���	��	�� *����� ����*�� ���� ������	� ����*��� 1"��!3?1"��&3�

���+ ���	��!	�� �%��� .�/��� ����� &ρ'ρu(

_*	)
�� H 1�����	� ����	���32 ����		� � *���0 ���)� ω
1/2
h 2 � V 1�����	� �)�����32

����		� � *���0 ���)� ωh2 �#*�� �� �0���2 �����)�����*.#�� ������* 1���3

Ht + (σ{Ĥ, V })x = 0, 0 ≤ m < M,

(Hs̄V )t +
1

2

(
(σ{ĤV̂ , V })x + (σ{ĤV̂ +1, V })x̄

)
+Grhp(Ĥ) =

= μV̂xx̄ + Ĥs̄f, ��� Ĥs̄ �= 0,

V̂ = 0, ��� Ĥs̄ = 0,
0 < m < M,

V̂0 = V̂M = 0,

1"���3

���

Grhp(H) =
γ

γ − 1
Hs̄((H)γ−1)x̄,

���� p = ργ 2 �
Grhp(H) = p(H)x̄,

���� p = Cρ�

�/
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Hn+1
m −Hn

m

τ
+

+
(V n

m+1 − |V n
m+1|)Hn+1

m+1 + (V n
m+1 + |V n

m+1| − V n
m + |V n

m|)Hn+1
m − (V n

m + |V n
m|)Hn+1

m−1

2h
= 0,

0 ≤ m < M,

(Hn+1
m−1 +Hn+1

m )V n+1
m − (Hn

m−1 +Hn
m)V n

m

2τ
−

−((|V n
m−1|+ V n

m−1)H
n+1
m−2 + (|V n

m|+ V n
m)Hn+1

m−1)V
n+1
m−1

4h
+

+
((|V n

m−1| − V n
m−1 + |V n

m|+ V n
m)Hn+1

m−1 + (|V n
m+1|+ V n

m+1 + |V n
m| − V n

m)Hn+1
m )V n+1

m

4h
−

−((|V n
m| − V n

m)Hn+1
m + (|V n

m+1| − V n
m+1)H

n+1
m+1)V

n+1
m+1

4h
+

+
γ

γ − 1

Hn+1
m +Hn+1

m−1

2

(Hn+1
m )γ−1 − (Hn+1

m−1)
γ−1

h
=

= μ
V n+1
m−1 − 2V n+1

m + V n+1
m+1

h2
+

Hn+1
m−1 +Hn+1

m

2
fn+1
m ,

��� Hn+1
m−1 +Hn+1

m �= 0,

V n+1
m = 0, ��� Hn+1

m−1 +Hn+1
m = 0,

0 < m < M,

V n+1
0 = V n+1

M = 0.
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Ht + (σ{Ĥ, V })x = 0, 0 ≤ m < M,

Ĥs̄Vt + Ĥs̄δ{V̂ , V }+Grhp(Ĥ) = μV̂xx̄ + Ĥs̄f, ��� Ĥs̄ �= 0,

V̂ = 0, ��� Ĥs̄ = 0,
0 < m < M,

V̂0 = V̂M = 0.
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���- ���	��!	�� �%��� .�/��� ����� &u'ρ(

Hs̄Vt +Hs̄δ{V̂ , V }+Grhp(H) = μV̂xx̄ +Hs̄f, ��� Hs̄ �= 0,

V̂ = 0, ��� Hs̄ = 0,
0 < m < M,

V̂0 = V̂M = 0,

Ht + (σ{Ĥ, V̂ })x = 0, 0 ≤ m < M,

1"�"+3
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Ht + (σ{Ĥ, V })x = 0, 0 ≤ m < M,

Hs̄Vt +Hs̄δ{V̂ , V }+Grhp(H) = μV̂xx̄ +Hs̄f, ��� Hs̄ �= 0,

V̂ = 0, ��� Hs̄ = 0,
0 < m < M,

V̂0 = V̂M = 0.
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�� Ĥ d V̂ 2 �� ������ %:49 ������� ��� Θ̂�

Ht + 0.5 (V Ĥx̊ + (V Ĥ)x̊ +HVx̊) = 0, x ∈ ωh,

Ht,0 + 0.5 ((V Ĥ)x,0 +H0Vx,0)−
−0.5h((HV )xx̄,1 − 0.5(HV )xx̄,2 +H0 (Vxx̄,1 − 0.5Vxx̄,2)) = 0,

Ht,M + 0.5 ((V Ĥ)x̄,M +HMVx̄,M)+
+0.5h((HV )xx̄,M−1 − 0.5(HV )xx̄,M−2 +HM (Vxx̄,M−1 − 0.5Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3V V̂x̊ +

1
3(V V̂ )x̊ +

R(ΘĤ)x̊

Ĥ
= μ̃V̂xx̄ + (

μ

Ĥ
− μ̃)Vxx̄ + F, x ∈ ωh,

cv(Θt +
1
2 V̂ Θ̂x̊ +

1
2(V̂ Θ̂)x̊ − 1

2ΘV̂x̊) =

= κ̃Θ̂xx̄ + (
κ

Ĥ
− κ̃)Θxx̄ +

μ

Ĥ
(V̂x̊)

2 −RΘV̂x̊, x ∈ ωh,

1"�"�3

���� $%��� � 
�	!���	��� ���	��!��� &ln(ρ)'u'θ( &���������!��	��(

�� ����)� �����		��� ��6�	� ������ 1"���32 1"��/321��/321����32 1��"321��'321��&3 ��8?
	� ���������� $%2 � )������ ��� �����)����
�� )�	��)���	�0 ���	�� ������*.�?
� 
�	����	�� ���	����2 	� �����)����
� 	� ���0 ��������	�0 ��	���	� 	� ���0	��
�����		�� ����� 7�;���* ���	���	�� ��6�	�� 1G,V,Θ3 	� )�8��� ���� �#��� �*���
������������	��� ����#�	� ���0 %:49 � ���0�����	��	��� �����
���2 �� ����
��)���	�*��� ���������� �����

”
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������* 	����		�� �*	)
�� Ĝ d V̂ 2 �� ������ %:49 ������� ��� Θ̂�

Gt +
1
2V Ĝo

x
+ 1

2 (V Ĝ)o
x
+ Vo

x
− 1

2GVo
x
= 0, x ∈ ωh,

Gt,0 +
1
2 (V Ĝ)x,0 + Vx,0 − 1

2G0Vx,0−
−1

2h((GV )xx̄,1 − 1
2(GV )xx̄,2 + (2−G0)(Vxx̄,1 − 1

2Vxx̄,2)) = 0,

Gt,M + 1
2(V Ĝ)x̄,M + Vx̄,M − 1

2GMVx̄,M−
−1

2h((GV )xx̄,M−1 − 1
2(GV )xx̄,M−2 + (2−GM )(Vxx̄,M−1 − 1

2Vxx̄,M−2)) = 0,

Vt +
1
3V V̂o

x
+ 1

3 (V V̂ )x̊ +RΘĜx̊ +RΘx̊ = μ̃V̂xx̄ + (μe−Ĝ − μ̃)Vxx̄ + F, x ∈ ωh,

cv(Θt +
1
2 V̂ Θ̂x̊ +

1
2 (V̂ Θ̂)x̊ − 1

2ΘV̂x̊) =

= κ̃Θ̂xx̄ + (κe−Ĝ − κ̃)Θxx̄ + μe−Ĝ(V̂x̊)
2 −RΘV̂x̊, x ∈ ωh,

1"�""3

� ������	����	� �������

��� �"���!����	�� � ���	�!��		��! ��0�	�1 ��

D�8	�� ��������� �����		�0 �������  �� ��� �*#�������	�� ���	����		��� �0 ��?
6�	� � $������� ������� ������ 	� ;��� ������ �� ���	���	�0 �0��2 ������8�		�0 �
���)��)*��� %���* ����*�� ������� ��	� ��8	�� *������ ��	��	��	�� �����6������
$%[ �����	�	�� *����� ����8����	���� �	���	�� �����	�� �*	)
�� ����	���� 1�� 
�0�� 4�5�%�)����� ;�� *������ ����	 ��� 	� 	�����
����	��� �	���	��3� D����	�?
���� ����� *����� �� $% ���)��)*�� �*��� ���������	� � ��������� '���

7������2 	� ;���)���	�� �������� �����8�	� ���	����		���� ��6�	� $%  �� ?
��� ��)� �����)����
� ��0��	�0 �������	
���	�0 *���	�	��2 ����� ��������	��
��6�	� 	� ������	�� �����		�� ���� �������� ) ��6�	�. ��	�� ��� ����� %:49 �
����8����	� ��������		��� �����
���� ��)�� �����
� 	�����8��	� � ���* ������?
��	� 

(Ax,x) > 0 ∀x.
D� �	���0 $% ���)��)*�� ��)�� ��� �����
 ���������� �� ���� �����)����
�� )�	?
��)���	�0 ��������0 )������������	���2 � � �)�0 ���	�� E ���������	��� ����8�?
���	� ��������		��� ������������ D ��*��� ������������	��� 1��� ��������	���3
��6�	� *���	�	�� ������� ��)�� �����)����
�� ���� �� �� �	������ � $% �� ��?
���	�0 �����2 ���������		�0 � ���������0 '�/?'�&�

����� ���8	���  �� .�� �0���2 � )�����0 	�������	�� �*	)
�� 	� ���0	�� ����
�#*�� ��	������		�2 )�) ��6�	�� ��	�� %:49� $������� ;��� ��*��� 	� ������� �0���
"��+ � *���	�	��� ����� 	� p = Cρ� $�6�	�� ;��� $% 	� ���0	�� �����		�� ���� x =
(Ĝ, V̂)∗  �� ��� ��6�	��� ������� ��	��	�0 *���	�	��

Ax = b.

<����
� A ����������� � ���� �*��� ���0 �����


A = Ẽ + τA1 + τA2. 1'��3

Ẽ ] �����	��	� �����
� 1�	� ����������*�� ���	�� Gt � Vt32 * )������ �����	��	��
;����	�� ���	� p̃′(g)2 ���� ����)� �����
� ����������*�� ���	* Gt �� �	*���		�0 *���0
���)�2 p̃′(g)/22 ���� ����)� ����������*�� ���	* Gt � ���	��	�0 *���02 � �2 ���� ����)�
����������*�� ���	* Vt�

�&



<����
� A1 ������� �� ���)�� (
Ãg

1 Ãg
2

Av
2 Av

1

)
.

%���)� ���)�� Ãg
k 1Me�2�3 ���*��.�� ���	�8�	��� 	� p̃′(g)/2 ����) �����
 Ag

k2 ��?
��������*.#�0 ���	��	�� *���� ���)�2 � 	� p̃′(g) �� �	*���		�0 *����� D ��*���
p̃′(g) = const > 0 �����
� A1  �� ��� )������������	���

A2 ] ���������	� 	�����
����	� ��������		� �����
�2 ����� #� �� ���)��(
−ητÃg

3(Φ) 0
0 −Av

3

)
,

� )������ ���) Ãg
3(Φ) ��������� �� �����
� Ag

3(Φ) �	������	� ��*��. ���)�� Ãg
k 1Me�2�3�

7��)��)* �� �.���� ��)���� x2 (x �= 0)2

(Ax, x) = (Ẽx, x) + τ(A1x, x) + τ(A2x, x) ≥ (Ẽx, x) > 0,

�� �����
� A ] 	�����8��	� � ��6�	�� 	� 1n+13?�� �����		�� ���� ������ ��	��	��	�
������� ��� �� n?��* ���.� %���������	�2 ��6�	�� $% �*#����*�� � ���	����		��

7���) ��6�	� 	� ���0	�� ���� $% 4�5�%�)����� �� ��������� "��! ������� ) ��?
����������	��* ��6�	�. ��*0 %:49[ �	����� 	�0����� �����	� �*	)
� ����	����2
� ����� �)������� <����
� �����	��� ���������

AĤ ≡ (σ{Ĥ, V })x
���� ��� ����*.#�� �������

1

2h

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v1 + |v1| v1 − |v1| 0 . . . 0
−v1 − |v1| −v1 + |v1|+ v2 + |v2| v2 − |v2| 0 . . .

0 −v2 − |v2| −v2 + |v2|+ v3 + |v3| v3 − |v3| 0
0 . . . −v3 − |v3| . . . 0
. . . . . . . . . . . . AN−2,N−1

0 . . . 0 AN−1,N−2 AN−1,N−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

1'��3
B�� �����
� ����� ����*.#�� ��������[

�3 	� �����	��� ��� � 	�����
����	�� �����^
�3 �	� �����	��� ��� � 	�����8����	�� �����^
"3 �*��� ;����	��� �� �����
* ���	� 	*�.^
'3 �����
� A  �� ��� ���0�����	��	��2 ������ ���� �� )�)���?	��*� i �����	 ��� 
Ai,i+1 �= 02 �� Ai+1,i = 0^
�3 ���� * �����
� A ������ ��� 	�	*����0 ;����	�� � �����
� �� )�)���?	��*� i2 ��
� i?�� ����)� 	�	*����� �*��� ���)� �����	��	�� ;����	��

%����	� �*	)
� ����	���� 	� ���0	�� �����		�� ���� �#��� �� %:49

BĤ = H,

"+



��� �����
� B = E+τA� 9 �����
� B �� �����	��� ��� � ����8����	�� ����� ���6��
��� ���	�� �� D ���* �������� " �����
� B ����� ������� �����	��	�� ���������	��
�� �����
��2 �� ���� ����*�� ��	��	��	� �����6����� ������� ��� �.��� ��)���� H�

4	������	� ��)�������� ��	��	��	� �����6����� %:492 �� )������ �#��� ��?
���	� �*	)
� �)�������

�� ������)�
�� �0��� 4�5� %�)�����2 �������		�0 � ���������0 "��&?"���2 ���?
��6����� %:49 �� ����	���� ��)�� 8�2 � %:49 �� �)������ ����� �����	��	��
���������	�� *8� �� ����)��2 ���)��)* � ;��0 �0���0 �� )�	��)���	�0 ��������0
������*.�� ��	������		�� ���	���� ������ ����)��

��� 2���3�!��	��! �	���	�1 �"	 
�� ���!	��!�

��	�� �� ��8	��6�0 ������� $% �� ������� ��	���)�  �� ��� �����	�	�� *����� 
	�����
����	���� �����	�� �*	)
�� ����	����� D�8	��� �����	�	� ;���� *����� 
��*������	� 	� ���)� �������)�� ������� ;��� �*	)
��2 � �#� � *����������. ��?
���� ��6�	� � ���� � ���2 ��� � ���)�02 ��� �	���	� ����	���� ���	�� �� ����
����?
	���2 *���	�	�� ��0��	�	� ���*��� ����������*�� �����	�� ������ �����������	����2
)����� ;)���	�
���	� 	�*�������� � ��;���* � ��6�	�� $% ����* 	���	�.� �	����� 
������ 	������.#�� �����6	�����

�� ��)����������2 ��� �����	� �*	)
� ����	����2 	����		� �� �0���� 4�5�%�)�����2
����� 	�����
����	�� �	���	� 2 ��������	� ��)����2 ��� Ĥ ����� ��� �	���	� 	���?
��
����	��2 ���� H ≥ 0� �� ;���� ��)�8�� 	�����
����	��� ;����	��� �����	��
�����
�

(E + τA)−1,

��� �����
� A ����� ��� 1'��3�
$��������� �����
* D = (E + τA)T � 9 	�� ������ ������� �����	��	�� �������?

��	�� �� ����)�� �� �����
 � ��)�� ��������� �����
��		�� ������ f)��� � (����� 
�0�� �� � �.���� 	����	��� ������8�	� �

7*�� ��6���� %:49 Dx = b ������� f)��� � 	����	��� ������8�	� x0 = 0 �
� ��)����� ������ ����� b2 ����� #�� �� 	�����
����	�0 ������ =� ����������	��
�0��� ������ f)���

xn+1
i =

1

Di,i
(bi −

M∑
k=1,k �=i

Bi,kx
n
k), i = 1, 2, . . . ,M

� ������� 	�����8����	���� �	������	��	�0 � ����8����	���� �����	��	�0 ;��?
��	��� �����
� D 1Dk,i = Bi,k ≤ 0 i = 1, 2, . . . ,M3 ����*��2 ��� xni ≥ 0 �� i =
1, 2, . . . ,M, n = 1, 2, . . .� 7�����	�� ��)��� ��)8� �*��� 	�����
����	��� ��)�� ����?
���2 �� �.���� 	�����
����	��� ��)���� b ��)��� x = D−1b �*��� 	�����
����	���
(	���� �����
� D−1 ������� �� 	�����
����	�0 ������ %����������		� �����
�

(E + τA)−1 = (D−1)T

�*#����*�� � ������� �� 	�����
����	�0 ������
��*��� �������� ��6�	� �������� 	�����
����	���� �*	)
�� ����	���� ��*8��

����0�� ) ������* 	� ����� �*	)
�� ����	����2 � �� ���������� B�� �����8	� �� ��0
�����2 ��� �� )�)�0?���� ������8�	�� ������	�2 ��� �*	)
� ρ ���	���	� �	��* 	�)�?
����� ����8����	�� )�	������� D ;��� ��*��� ��� �����	����	�� *������ ����)����

"�



�*	)
�� (ρ, u) *���	�	�� 	�������	���� ��8	� ������������ ����*.#�� �������� $��?
)���� )�	��)���	�� ���������2 ������* ����*�* �������	
�����	� ���������	� 
�*	)
��2 � ������� ���*���6��� *���	�	�� 	� ρ

1

ρ

∂ρ

∂t
+

u

ρ

∂ρ

∂x
+

∂u

∂x
= 0.

D��� ����	���	�� g = ln ρ2 ���*��� *���	�	�� �� ��������� ����	����

∂g

∂t
+ u

∂g

∂x
+

∂u

∂x
= 0. 1'�"3

4����)�����* ;�� *���	�	��2 ���*���� ������ �������	� ������ ����8����	��
�*	)
�� ����	�����

7�� ���������	�� $%2 	� *��������� .#�0 �����������)� *�����. 	�����
����?
	���� �*	)
�� �*	)
�� ����	����2 ��8	� ��)���� ;�� �������� ��� ��������8�	��2
��� ;�� �*	)
� ������	� �	��* �� 	*� ����8����	�� )�	���	��� mρ � �6��)� ��?
���6	���� � 	���� C 	� ������0���� mρ/2� ,�������)�� �����	�0 $%  �� ��� ��2 ���
��8� ��� 	������ ����������)�� ������	�� �
�	)� ����6	���� � 	���� C2 ������)�
*������ �����	�	� ;��� �
�	)� ����*�	����	� � ���0����� )�	���������� �����?
	�	�� ����8����	���� ����	���� �� ��)�*�

��� �
�	 � ��4��0	��!� �����		�4� �	!�4������	��

7��*��	�� ����������)�0 ������	�0 �
�	�) �� �����6	���� �����		��� �	���������?
	� ����� ��8	�� �	���	��� D�?�����02 ��� �����	�� �
�	)�2 ��8	� 	��� �� 2 ���
���*��		�� ��6�	�� �*��� � ����		�� ���	���. ������8�� ���	�� ��6�	�� �����?
��	
���	�� ������� @�	��	�2 ����� ������ ��)2 ��� *����� �0�������� �� ������ ���?
����� ����*�	����	� ��� �	� ����*.� ���6)�� 8���)�0 ������	�0 ���������� $%
1	�������2 6��� ���)� ���8	� ��� ��������	� ������32 	� $% ������ �� ���������
������8�		�� ��6�	�� � ����*���� ���	���. ��� ������� ����� � �)�0 *����� 0 ��?
�������0� ,� ��� �����0 ���	�0 *����� 0 ������� � ���	���� ��6�	�� $%  �� .�� 
���)�� ������� � ����* ���������	� ����������)� ���������		�0 �����������

D���� �����	� ��8	���� ������	�0 �
�	�)2 �� � ��*��0 ��������2 �� ��		�0 �
���������	��� $%2  �� ��� ��2 ��� ��� �����	�0 ����������)�0 ���������	� 0 �� �?
� .�� �)����� 	������	�� �������� ����������2 )������ ������ ��8	� *����2 	*8?
	�� ������� ����	�� $%� 7������� ���* �	�8�����[ ������� ��	��	��	�� �����6�?
����� $%2 �������	� �� ����	���		�0 ��
��� 
�� 	� �������02 )�	��������	��� �
���� 7����� ��� ��	���	� ����������	� �����	�0  ���	�� �������� �� 	�0 ������
	������8	�� %*#����*�� �	��� �������� ����2 )�) ����������)�� ���������	� �������
) )����	��	��* *�*�6�	�. ������	�0 ������� $% �� ���� �����	� �����	����	�0
��������0 � $%2 �� ���� ������ ��) �������� ���� 	��� �

4�����	�� �
�	)� �� ������ *���	�	�� � ����	�0 ��������	�02 ���*��		�0 ��
�	������	�0 ��)�	�� ��0��	�	� 2 )�) ������� ���*��.� � ����#. ��) 	����������
;	���������)��� ������� S�� 	����	�� �����0���� �� �����0 ���������	�� �� *���	�	� 
�����������	����� B��� ����� ������ �� ��)���� )����)�	��� �����	���) ������	�0
	����	�?)�����0 ����� �� �	���0 *��	�	�� � ������ �����������)�� ����)�� ��	�)�2
	� ��� ������ 	� �����	 6	�� ��	 *����� ����	����2 	� � ���* ��8	���� �0 ��6�	� 
�� ���)���	�0 ������� �0 �����		�� ��6�	��  �� ��� ���	 �)�*�	��� %��	�	�� �

"�



������	���� �����������)�0 �����	���) ��)�0 �� )�	
� 	�����	���		�0 ����������)�
����� 	��� �	� ����� �� �� ��#����	 ��0 ��)�	�� ����)� � 	����	�?)������ ����?
�� ��)8� ��������	� ��0�� �� ����������)�0 ������8�	��2 )������ ��	�����.�� 	�
��*��	�� �����	�0 ������

@ ��)�� ������� ��	����� ������� ,���?%��)�� � )����� ������ �� 	�� � ���?
	��	��� *����� �� �������	� 	� �)������ �� �8������� ����� 1����3 ������� ���?
��6������ � 
���� �� �����	� ��)���	� ���)� � ��*��� ��	�� �������	����		�� ����?
��		�� F/G� B��� *���0 ��	�������� 	� ������ ;��� ������� � �����	8���0 �������0
������		�02 )����� ������ �� ���*��� ������	�� �
�	)� �� �*	)
�� ����	����2
����� ���� ����� �� ��� �����	�� 	���0������ *����8��	� � ��	�� 	� *����� � D ���?
	���	�� ��*��� ���� �������	� � ���������	� $%2 ��)8� ������		�� � �����	8���0
�������0 ������		�0 F��G � ����	���		�� ��� ��������8�	�� � �*#�������	�� � ���	?
����		���� ���	��� ����)��� ��6�	� �������	
���	�� �������

��	�)� �������� ;��� ���*���� �� ;��� ������� � ��*���2 )���� �������	����		?
	�0 ������		�0 ����� ��	��2 ��� � ;�������0 ������		�0 	� *����� � ,� � ���* ��8?
	���� ��6�	� ������ ���		� � ;�������0 ������		�0 ���� �������	� 	� �	�� $% ���
���������	� ���*
���0 *����2 ������������ � ��		�� ���)��)*��� =0 ����	���	��
��������� ��� ��������8�	�� � �*#�������	�� ���	����		��� ��������	� ����)��� ��?
6�	� �������	
���	�� �������

D )������� ������� �������� ������*2 )����*. ��8	� ��)���� �� $% �� ���������
"���

7�������8�� ��	������	� ������ 1���3?1��'3 �����	�	�� ����*.#�0 �������	���
��/'��� �0 %*#����*�� ���	����		�� )��������)�� ��6�	�� �������

��/'��� �0 u ∈ C2,4(Q)2 (ρ,
∂ρ

∂x
) ∈ C2,3(Q)�

��/'��� %0 ρ(t, x) ≥ mρ > 02 ��� (t, x) ∈ Q�
��/'��� *0 p ∈ C3(mρ/2; ‖ρ‖Q +mρ/2)2 max

Q
|f | = fM < ∞�

7�� �����		�0 ��������8�	� 0 ������� ;	���������)�0 	�����	��� ��)�������� 
����*.#� ��������

��;��� %*#����*.� ������	� τmax2 hmax � C2 ����� #�� �� ��)�0 ����������[
�3 ������ ������� Q2

�3 ‖u‖C2,4(Q)2 ‖(ρ, ∂ρ
∂x

)‖C2,3(Q)2

"3 )�	���	� μ2 fM � mρ2
'3 ‖p‖C3(mρ/2;‖ρ‖Q+mρ/2)

��)��2 ��� �� �����	�0 	��� ���	���� ��8�* ����)
��� ���	��� ��6�	� �������	?

���	�� ������ 	� ���)* Qτ,h � ���	���	��� ��6�	� ���	� �
�	)�

max
n≤N

‖(Hn, V n)− (ρn, un)‖2W 1
2 h

+ τ
M∑
n=1

[‖V n
xx̄ − unxx̄‖2 + ‖V n

t̄ − unt̄ ‖2] ≤ C(τ + h2)2,

���� τ ≤ τmax � h ≤ hmax�

D ��)���������� ;��� ������� ��8	*. ��� ������ ��)���������� ����2 ��� ��� τ ≤
τmax � h ≤ hmax2 �	���	� �����	�� �*	)
�� ����	���� H ������	� �� 	*� ������	��
mρ/2�

""



4	������	�� ������� ��8	� ��)���� � �� ��*��0 $% ���)��)*��2 � )�����0 	�
������*.�� ���*
���� *����

D ���)��)*�� ������*.�� ��	��������		�� �0��� %�)�����2 )������  �� .�� 
*���#�		�� �����	��� ����*.#�� ���	���. 	� �	�� $%

Ht + (σ{Ĥ, V̂ })x = 0, 0 ≤ m < M, n ≥ 0, 1'�'3

(Hs̄V )t +
1

2

(
(σ{ĤV̂ , V̂ })x + (σ{ĤV̂ +1, V̂ })x̄

)
+

γ

γ − 1
Ĥs̄((Ĥ)γ−1)x̄ = 0 ��� Ĥs̄ �= 0,

V̂ = 0, ��� Ĥs̄ = 0,
0 < m < M, n ≥ 0,

V̂0 = V̂M = 0.
1'��3

�� ;��� ���	���	�� �0��� ����������� ������� F�G�
��;���0 7*�� � 	����	�� ����	� �����	� �*	)
� H0 ���6� ��� ���	�

	*� � ����� �*#����*�� ��6�	�� ���	���	�� �0��� 1'�'3?1'��3 �� )������� �����	�	�
;	���������)�� 	�����	����

M−1∑
m=0

h

γ − 1
(Ĥγ −Hγ) +

M−1∑
m=0

h

2
(ĤV̂ 2 −HV 2) ≤ 0.

��� �������	
���	�� ������3�	��

7*�� ���	���	�� ��6�	�� vh  �� ��� ����)
��� 	� ���)* ����)�� �*	)
�� v� _*	)
� 
v � ��#�� ��*��� 	� *��������� �� �������	
���	��* *���	�	�.2 )������ �����)��?
���*�� ���	���	� �0����

;!����/����0 �������	
���	�� *���	�	��2 ��6�	��� )�������  �� ��� �*	)
� 
v2 	�����.� �������	
���	�� ������8�	��� ���	���	�� �0����

@�) �������2 �������	
���	�� ������8�	�� �����8�� ���)�	��	�� ����� ���	��2
� )�8��� �� )�����0 �0���� ��������	� �*	)
�� v � )�;���
��	���2 ����� #�� ��
6���� ���)�� A�� ��6� ��� ��) ��������	��2 ��� ��6� ��� ��) ������� �� τ � h ;��?
�� ���	�� ,� ���)��)� �������	
���	�� ������8�	�� ����	� ��������.� �� ���	��
��� �)� Y

=
(τn + hm) �����*2 ���2 )�) �*��� ���	� �� ���	��6���2 ���		� ���	� � 	��?

��	6�� ��� �)�� �� τ � h �	�� � 	�����6�� ����*#�	�� � �*	)
�. v2 �� ����	�	�.
� ���	�� ��6�	��� �������	
���	�� ������� ����� ����2 �������	
���	�� ������?
8�	�� �����.�� ��������� � ��)�� ����2 ����� � �����	����	�� �� ����	�	�. �
��0��	�� �������	
���	�� *���	�	��� ���	� 	� �0����� ����	�� ��������	�� ��
�����		�� ������		��2 ��� ����� *���	� �� �	����� 0���)���� �	�����0 ����*#�	���

D������ �� ������� �������	
���	�� ������8�	�� ���	���	�� �0���

vt + avx̄ = 0 1'�/3

� ���	���. �� ���	�� ��� �)� Y
=
(τ3 + h3)�

7��)��)* �*	)
� v �� ��������8�	�.  �� ��� ����)��2 �� ��������� � 1'�/3 ���?
��� vn+1

m � vnm−1 �0 ����8�	� � ���� � ��� �������2 � 
�	���� �����8�	� � *��� (n,m)

"'



� � ���	���. �����8�	� �� Y
=
(τ4) � Y

=
(h4) �����������		�� D ���*����� ���*���

1

τ

([
v + τ v̇ +

τ2

2
v̈ +

τ3

6

...
v +Y

=
(τ4)

]
− v

)
+

+
a

h

(
v −

[
v − hv′ +

h2

2
v′′ − h3

6
v′′′ +Y

=
(h4)

])
= 0.

1'��3

7���� 	����8	�0 �����������	�� *���	�	�� 1'��3 ��������� ) ���*

v̇ + av′ = −τ

2
v̈ +

ah

2
v′′ − τ2

6

...
v −ah2

6
v′′′ +Y

=
(τ3 + h3). 1'�!3

D ����� ����� ������	��� ����	���� ������	� ��0��	�� ���	���� *���	�	��2 )������ ��?
���)�����*�� ���	���	� �0��� 1'�/32 � � ������ E �����6	��� �����)����
��2 )����� 
� ��#�� ��*��� �����	� �� 	*� � ����� ��������	�� �� �����	�2 �0�� #�� � �����6	���
�����)����
��2 ����	 .�� ��������	��� �� �������	����		�� ������		�� � ����*����
���	���.� �� ;���� ������� ��������	*. v̈ ����� ��������	*. �� x� �������	
��* 
1'�!3 �� �����	�2 ���*����

v̈ + av̇′ = −τ

2

...
v +

ah

2
v̇′′ − τ2

6

....
v −ah2

6
v̇′′′ +Y

=
(τ3 + h3), 1'�&3

� �������	
��* 1'�!3 �� x � *�	�8� 	� −a2 	�0����

−av̇′ − a2v′′ =
aτ

2
v̈′ − a2h

2
v′′′ +

aτ2

6

...
v ′

+
a2h2

6
v′′′′ +Y

=
(τ3 + h3). 1'��+3

%)������ 1'�&3 � 1'��+32 ���*����

v̈ = a2v′′ + τ

(
− ...

v

2
+

a

2
v̈′ +Y

=
(τ)

)
+ h

(
a

2
v̇′′ − a2

2
v′′′ +Y

=
(h)

)
. 1'���3

4	������	� ��8	� ���*��� ����*.#�� ����8�	� �� ��������	�0
...
v 2 v̈′2 v̇′′[

...
v = −a3v′′′ +Y

=
(τ + h),

v̈′ = a2v′′′ +Y
=
(τ + h),

v̇′′ = −av′′′ +Y
=
(τ + h).

1'���3

(���	  � ������ ����� *���	�	� 1'�!3 ��������	�� �� �����		�� ������		�� 	�
��������	�� �� �������	����		�� ������		�� �� ����*��� 1'���3 � 1'���32 ���*����

v̇ + av′ =
ah

2
(1− ν)v′′ − ah2

6
(2ν2 − 3ν + 1)v′′′ +Y

=
(τ3 + h3), 1'��"3

��� ν = aτ/h� 9���	�	�� 1'��"3 � 	�����.� �������	
���	�� ������8�	��� ���	���?
	�� �0��� 1'�/3 � ���	���. �� ���	�� ��� �)� Y

=
(τ3 + h3)�

7�����)	��2 ��� �� ��)�.��	� ��������	�0 �� �����	� ���6�0 ��� �)�� 	���?
0����� ���������� ���		� *���	�	��2 ���*��.#��� ����� ������	��)� �����8�	� �
� � ������� � ���	���	�� *���	�	��2 1� 	�6�� ������� ;�� *���	�	�� 1'�!332 � 	� ��0��?
	�� *���	�	�� � ����	�0 ��������	�02 �� ��6�	� )������� ����	��	���	� ���	���	� 
�0��� 1�� ��		��� ������� E ���	����� *���	�	� 3� B�� �� ��	� � ���2 ��� ��6�	��
��0��	��� *���	�	� � ��#�� ��*��� 	�  �� ��� ��6�	��� ���	���	��� *���	�	� 2 �
�������	
���	�� ������8�	�� ����*�� �� ���	���	��� *���	�	� � 7�;���* ��0��	��
*���	�	�� � ����	�0 ��������	�0 	� ���8	� ����������� �� ��)�.��	� ��������?
	�0 �� �����	��

"�



��# �������!��	�� � ���������		�� ���1�!��

7�� ���������	�� ������ )�	��	�0 ���	����� 	� ����� ���� �#��� ��6�	�� *���	�?
	� 2  �� .#���� �������	
���	�� ������8�	��� ���	���	�� �0���2 � 	� ��0��	���
*���	�	� � ����	�0 ��������	�0� %���������	�2 ����	���������� �������	
���?
	�� ������8�	�� ���	���	�� �0���2 ��8	� ��������� ��	��	�� )�������		�� ��������
���	���	��� ��6�	� � @����)� ���6�� ��	��	*. ���. ��)��� �	������

$�6�	��� �������6��� ���	����� *���	�	� 

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 1'��'3

� 	����	�� *�������
u(0, x) = eikx 1'���3

 �� ��� ���	�
u(t, x) = ei(ωt+kx), 1'��/3

��� ω = −ak.
:�	��	�� *���	�	�� �.������

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= μ

∂2u

∂x2
1'���3

� 	����	�� *������� 1'���3 ����� ��6�	�� � ���� ���	� 1'��/32 ���

ω = −ak + iμk2

� %���������	�2 ������� )�����	�� �� �����	� ��6�	� *���	�	� 1'���3 ������� ��)��
8�2 )�) � * ��6�	� *���	�	� 1'��'32 � ������*�� ���	� ����� ������� �� ����� μ[ ���
μ > 0 ������*�� ���	� � *������	��� �����	� ���*0���2 � ��� μ < 0 E ����������� �����
����2 ��� μ < 0 ������ @�6� � ���*����)���� t > 0 �� *���	�	� 1'���3 � 	����	��
*������� 1'���3  �� ��� 	�)����)�	���

�������� ����� ) ���������	�. ��	��	��� *���	�	� @�������?��?_����

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= ξ

∂3u

∂x3
. 1'��!3

S�� ��6�	��� � 	����	�� *������� 1'���3  �� ��� ���	� 1'��/32 * )������

ω = −ak − ξk3.

��)� ���	� 	� ��	 �� ����� ������*�� � ����	��� �����	�2 	� ������� )�����	�� ��
�����	� ������� �� ��*���* ��)�	*2 ��� * ��6�	� *���	�	� 1'��'3�

4	������	�� ������ ��8	� ������ � �� *���	�	��2 �����8�#�0 ��������	�� ��
�������	����		�� ������		�� ����� ����)��� ��� �)�[ ��������	�� ���	��� ��� �)�
������� .� ����	�	�� ������*�� ���	�2 � 	����	��� ��� �)� ������* )�����	�� ��
�����	��

��)�� �������2 	� �	� ����	� ��� ���������	�� ������ )�	��	�0 ���	����� ��6�?
����� *���	�	� *���	�	���2 �����8�#�� ����6�� ��������	�� �� �������	����		��
������		��2 �������� ) )�������		�� ����	�	� � * ���*�����0 ��6�	�� �� ����	�?
	�. � ��6�	� �� ��0��	�� ������� ���*����	�2 	�����6�� �)��� � ����	�	�� ��6�	� 

"/



$��� �[ ��� ���� �����		��� ��6�	� 

�	���� ��� ���	 �������	
���	��� ������8�	� 2 	� �0�� #�� � ��0��	�� *���	�	��2
)������ ����� 	����	6�� ��� ��) ������� � ����������� �� 6���� ���	���	�� ���)��

7�����.�����*�� �)���		�� ��6� 	� ������� ���	���	�� �0��� 1'�/3� 7*�� � ��
����#. ��6���� ������ � ����������	�	�� ���	�2 ����������� *���	�	��� 1'��'3
��� a = 1 � 	����	�� *�������

u0(x) =

{
1 ��� x < 0,
0 ��� x > 0.

1'��&3

���	�� ��6�	�� ;��� ������ ������� ����*���

u(t, x) = u0(x− t); 1'��+3

�	��� �������2 ������ ���	��� ��6�	� 	� �*��� ��	 �� � ������ t2 � �*��� ��6
�������� ������ �� �)�����. a = 1�

$�6�	�� 8� ���	���	�� �0��� 1'�/3 ��� τ/h < 1 �*��� ��8� ���� ������2 ������?
.#��� ������ �� �)�����. a = 12 	� )������ �*��� �������		� ����8����� 1�����
�����) ���� �3� B�� ��\ �	 ��� 	������� � �������	
���	�� ������8�	�� ;��� �0�?
�� ���	� �� ������ ��������	�� �� �������	����		�� ������		��2 )������ ������ ���
������� ������*� ���	 ���� 1'��/32 �� )�����0 ������� ��6�	�� 1'��+32 ���)��)*

μ =
ah

2
(1− τ/h) > 0.

%���������	�2 �0��� 1'�/3 ��� ν �= 1 	� �	� ������ � *���	�	�� ��)*�����		*. � �?
)���2 )����*. ����� 	�����.� 	� �	�� 1�0��	��3 ��)*�����		�� � �)���. � �������
��  �	�� ��)*�����		�� � �)����2 )����� ����	�����		� ������� � 	�)�����0 �0���0
� ���	���	�� *���	�	��� =�)*�����		� � �)��� ����8����� ��6�	�� *���	�	� 2 *��	?
6� ������	�� ���0 ���������� 	��������� �� �����	� ���	�)	���	� ;��0 ������	���2
�������)�� ��� ����������	��� ��)�� �������� ���	���	�� �0���2 ��*������		�� 	�?
������ � ����8�	�� �� �����6	���� �����)����
�� ��������	�0 ���	��� ��� �)�2
	�����.� �������
��� 	� ���	���	�� ���)�� D���������� �������
�� �������� ) ���� ?
8�	�. )�*��0 ��	�� �������2 )������ ���*� �� �� �� � ������	�� ��������

�������	
���	�� ������8�	�� ���	���	�� �0��� 1'�/3 �����8�� ��)8� ���	 � ���?
��� ��������	�� �� �������	����		�� ������		��2 	� �	 ����� ����)��� ��� �)� ����?
��� �� 6���� ���	���	�� ���)�2 ��;���* ��� ��� ���)�����)� 	� ���	�� 7�����.����?
����� �)��� ���	� � 	����	�� ��������	�� �� �������	����		�� ������	�� ��8	� 	�
������� ����*.#�� �0���

vt + av◦
x
=

τa2

2
vxx̄. 1'���3

"�



S� �������	
���	�� ������8�	�� ����� ���

v̇ + av′ = −ah2

6
(1− ν2)v′′′ − ah3ν

8
(1− ν2)v′′′′ + . . . . 1'���3

7�� ������� ������ 1'��'32 1'��&3 �� �0��� 1'���3 1��������		� ��� �����	�	�� *����� 
*����������� τ/h < 13 ���*����� ���	���	�� ��6�	��2 ���.#�� 0���)���	�� ��
��� ?

�� 	� ��	� ���	��� ��6�	� 1'��+3 1������ �����) ���� �3� B�� ��\ �	 ��� ���2 ���
����	�� ���	��2 �	�� #�� �����6	��� � �����		�� ��6�	��2  �� ��� ������ ������?
��� �� ������ ����� 1'���3� B��� ���	  �� ��� ������ ��������	�� �� �������	����	��
������		��2 ���� 	� ��� �� 	� ������	* ������*�� ���	2 �� )�����0 ������� ���	���	��
��6�	��2 ���� ������� )�����	�� �� �����	� * 	�0 �)�������� ���	�� � �����0����
 ���	��2 �	������	��  ���	�. �����)
��� ��)��  ���	��2 �� ��		�� � ��������	���
	����	��� ��� �)� � �������	
���	�� ������8�	��2 	�����.� ����������� ������?
�� �������� ) ��)�8�	�. ����	�6�	� ��� ������	�0 ���	�

����	�2 ���� ����	�� ���	 � ����8�	�� �� �����6	���� �����)����
�� �����8��
��������	*. ���	��� ��� �)�2 �� �0��� �������� � ��	��	�� ����������	��� ��������?
��2 � ���� ��������	*. 	����	��� ��� �)� E �� ���������		����

�
�	�� 6���	* ���������	� ���	���	�� �0��� 1'�/3� D����� 	����	�� ��		��
����

v0m =

{
1 ��� m = 0,
0 ��� m �= 0

1'��"3

� ���������2 )�) �0 ��������*�� �0��� 1'�/3�
,�����������		�� ������)�� ��8	� *������ 2 ��� �	�����*.#�� 	�� ��6�	�� �����

���

vnm =

{
Cn−m
n νm(1− ν)n−m ��� 0 ≤ m < 0,

0 ��� �����	�0 m.
1'��'3

_*	)
� 2 ��� #� � ������ ����� 1��	�����	�� ��)�	 ����������	� 32 ������8�	?
	� ��8�� ��� ����������	� � ����

vnm ≈ ṽnm =
1√

2πnν(1− ν)
e
−
(m− nν)2

2nν(1− ν) . 1'���3

5����) ��6�	� 	� n−� 6��� �*��� ���� ���2 �������		�� 	� ���� "� <�)���*�
������ ����� 1'���3 ���������� ��� m = nν2 ���� ����� )�����	��* x = mh = anτ = at.
��)� x − at = 0 ] 0���)�������)� *���	�	� 1'��'32 �� �� �����2 ��� ��)���*� ��6�?
	� ���8��� �� 0���)�������)�� ,������ *����	� 6���	�� ��	� ���������	� ���	*
�����)�2 	� )������ ��6�	�� ���	����� �	���	� 1��� ���� "3

v > e−α2ṽmax .

g���	� ;��� ��	� ������� ��� �� ����*��

H = 2α
√
2(1 − ν)ath. 1'��/3

"!



$��� "[ g���	� ��	� h���������	� h

$��� '[ (��������� 6���	� ��	� h���������	� h�� �����	�

%���������	�2 ��� h → 0 ������2 � )������ ��6�	�� �*#�����		� �����	� �� 	*� 2
�� ������� ) 0���)�������)� x−at = 0 1���� '3� % ����	��� �����	� t ������ �������?
��	� ���6�� ��� ������
��	��	�

√
t. $�6�	�� ���	���	�0 *���	�	�� � 	����	���

��		��� � ���� h��*��	)�h 1'��&3 ��8	� ���*��� �*�������	��� ���
���	�0 ��6�?
	�� ��)��� ����2 )�) �� ���)� ��� ��*�����

,� ���*	)� � ����	���.�� ���*����� ������� ������ 1'��'32 1'��&3 � 6���� h = 0.1
� h = 0.025 ��� ν = 0.1 � ���	 � ��� 8� ����	� �����	� t = 1. @�) ���	� �� ���*	)� �2
�����������)� ���� 8�		��� ��	� h���������	� h *��	6���� � *��	6�	��� 6���
h � ' ���� ������	� ������

(������ ��)8�2 ��� ��� ������	� ����� @*��	�� ν = 1 ����*�� 1'��/3 ���� �� 6�?
��	� ��	� ���������	� �	���	�� H = 0, ��� ������8����� �����		�� ;)�������	���2
� )������ �0��� ������������� ���	�� ��6�	���

��) 5���	�	�� ����	���

(�)�	� ��0��	�	� 2 )������ ��8�� � ��	��� �������	
���	�0 *���	�	��2 ��#� �����
������ � ) �������	�	�� ����� ������ )�	��)���	�� ����� �������	
���	��� �����?
����� 7�;���* ���������� *���	�	�� ����	��� � ������		�� )�;���
��	��� 1��� �����
	�����.� ��	��	�� 	�� �)�� *���	�	��� �.������3 � ����*.#�� ����

"&



$��� �[ (��������� 6���	� ��	� h���������	� h �� 6���� ���)�

∂u

∂t
+

∂(a(t, x)u)

∂x
= 0 1'���3

� ������� Q = [0; T ]× [0; 1] � 	����	�� *�������

u(0, x) = u0(x). 1'��!3

7*�� )�;���
��	� a ��� ���0 t *��������� �� *����� �

a(t, 0) = a(t, 1) = 0.

D ;��� ��*��� )������ *����� 	� �*	)
�. u ������� 	� 	*8	�� ����� �*��� ������?
��� ��������	*. ����)��� )�;���
��	�� a�

(���6�� *���	�	�� 1'���3 � ����

∂u

∂t
+

1

2

∂(a(t, x)u)

∂x
+

a(t, x)

2

∂u

∂x
+

a′(t, x)
2

u = 0, 1'��&3

���

a′ =
∂a

∂x
.

�� ������ 1'��&321'��!3 ���������� ���� � 
�	����	��� ���	��� ��

vt,0 +
1

2
(âv̂)x,0 +

1

2
a′0v0 − h

2

(
(av)xx̄,1 − 1

2
(av)xx̄,2

)
= 0,

vt +
1

2
(âv̂)x̊ +

1

2
âv̂x̊ +

1

2
a′v = 0, 0 < m < M,

vt,M +
1

2
(âv̂)x̄,M +

1

2
a′MvM +

h

2

(
(av)xx̄,M−1 − 1

2
(av)xx̄,M−2

)
= 0,

v0m = u0(mh), 0 ≤ m ≤ M.

1'�"+3

7���) ��6�	� ;��� ���� �������� ) 	���0�������� ��)�� 	� )�8��� �����		�� ����

'+



��6�	�� %:492 ���������� ����*.#��� *���	�	� ��

v̂0 +
τ

2h
â1v̂1 =

(
1− τ

2
a′0
)
v0 − 5τ

2h
a1v1 +

2τ

h
a2v2 − τ

2h
a3v3,

− τ

4h
(âm−1 + âm) v̂m−1 + v̂m +

τ

4h
(âm+1 + âm) v̂m+1 =

(
1− τ

2
a′m

)
vm, 1 ≤ m ≤ M,

v̂M − τ

2h
âM−1v̂M−1 =

(
1− τ

2
a′M

)
vM +

5τ

2h
aM−1vM−1 − 2τ

h
aM−2vM−2 +

τ

2h
aM−3vM−3.

1'�"�3
<����
� A ;��� %:49  �� ��� �*���� �����	��	�� �����
� A1 � ��*0�����	��?

	�� )��������������)�� �����
� A2� 9 �����
� A1 � ������ � ������	�� ����)�0 	�
�����	��� ��� � ;����	�� ���	�� �a�2 � �����	�� ;����	�� �����	��� ���	� �� 7�?
�)��)* � ���* )������������	���� (A2v, v) = 02 ��

(Av, v) = (A1v, v) > 0

�� �.��� v �= 02 ��;���* ��6�	�� ���� 1'�"+3 ������ �*#����*�� � ���	����		�� ,����
��� ��8	�2 ������* ����� �����	)��

��* 6�	�1	�� "���	�	�� 78�4���� � ��� ��!8

:�	��	�� *���	�	�� �.������ � � �)���.  �� ��� �������6�� �������������� *���?
	�	��2 )�����0 *������.�� )�) )�	��)���	��2 ��) � ����������	�� ���
����

∂u

∂t
+

∂(a(t, x)u)

∂x
= μ

∂2u

∂x2
. 1'�"�3

9���	�	�� �*��� ������������ � ������� Q = [0, T ]× [0, 1] � 	����	�� *�������

u(0, x) = u0(x) 1'�""3

� �������6��� ���	��	��� *����� ��

u(t, 0) = ul(t), u(t, 1) = ur(t). 1'�"'3

�� ��6�	� ������ 1'�"�3?1'�"'3 ���������� ���	���	*. �0��*

vt +
1

2
(âv̂)x̊ +

1

2
âv̂x̊ +

1

2
ax̊v = μv̂xx̄, 0 < m < M,

v̂0 = ul((n+ 1)τ), v̂M = ur((n+ 1)τ),

v0m = u0(mh), 0 ≤ m ≤ M.

1'�"�3

�� 	�0�8��	� ��6�	� ���	���	�� �0��� 1'�"�3 	� )�8��� �����		�� ���� ����*?
��� ��6�� %:49

Av̂ = b,

��� A = E +
τ

4h
A1 +

τμ

h2
A2�

'�



<����
� A1 )������������	� 

A1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 â1 + â2 0 . . . 0
−â1 − â2 0 â2 + â3 0 . . .

0 −â2 − â3 0 â3 + â4 0
. . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

%��������	� ���0�����	��	� �����
� A2 E �����
� ������ ���	���	�� ��������?
	��2 �� �����	��� )������ ��� � �2 � 	� ��*0 �����	�0 E ?�� 7�;���*

(Av, v) = (v, v) +
τ

4h
(A1v, v) +

τμ

h2
(A2v, v) ≥ ‖v‖2.

%���������	�2 �����
� A  �� ��� 	�����8��		�� � ���	���	� �0��� 1'�"�3 ������
����� ��6�	���

D�)��� ������ ����� b ������� ����*.#�� �������⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v1 − τ

2
ax̊,1v1 +

τ

4h
(â0 + â1)ûl

. . .

vm − τ

2
ax̊,mvm

. . .

vM−1 − τ

2
ax̊,M−1v1 +

τ

4h
(âM−1 + âM )ûr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��+ 5���	�	�� !����������	��!� � ������		��  �9���
��	!��

9���	�	�� �����������	���� � ������		�� )�;���
��	���  �� ��� �����	�� )�)
�� ���
�����2 �� )�����0 ;��� )�;���
��	� ������� �� �������	������)�0 �������?
��� �� ������	��* ��)�	*2 ��) � �� 	�)�����0 h��)*�����		�0h ��*���� ������ *���	�?
	�� � 
��. �������� �����		�� ����� ��6�	� 2 ������.#�� 	*8	��� �����������
A���� 	� ��0���� �� ���)� ���� ��)
�� ��� ��	��	�� *���	�	� �*��� ������2 ���
)�;���
��	� �����������	����  �� ��� ����		�� �*	)
��� �� )�����	�� t � x2 ������?
�� 	���0������ ����)���. � ���	����� ����8����	�� �	���	� 2 ������		�� �� 	*� 
������	�� δμ�

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
μ(t, x)

∂u

∂x

)
. 1'�"/3

9���	�	�� �*��� ������������ � ������� Q = [0, T ]× [0, 1] � 	����	�� *�������

u(0, x) = u0(x) 1'�"�3

� �������6��� ���	��	��� *����� ��

u(t, 0) = ul(t), u(t, 1) = ur(t). 1'�"!3

�� ��6�	� ������ 1'�"/3?1'�"!3 ���������� ���	���	*. �0��*

vt = μ̃v̂xx̄ + ((μ+1/2 − μ̃)vx)x̄, 0 < m < M,

v̂0 = ul((n+ 1)τ), v̂M = ur((n+ 1)τ),

v0m = u0(mh), 0 ≤ m ≤ M,

1'�"&3

'�



��� μ̃n =
M−1
max
m=0

μ(nτ, (m + 1/2)h)� D *���	�	�� 1'�"&3 ����	���	�� μ+1/2 ��	�����2 ���

�	���	�� )�;���
��	�� ������ � ���)� (nτ, (m+ 1/2)h)�
�����4�����0 $�6�	�� ���	���	�� �0��� 1'�"&3 �*#����*�� � ���	����		�� 7�� ��)

�����)����
�� 	� ����)�0 ��6�	� 0 ������ 1'�"/3?1'�"!3 u ∈ C2,4(Q) ����	 τ + h2�
���� ����0 $��	���	� �0��� 1'�"&3 ������*�� �	���	�� )�;���
��	�� ��������?

���	���� � 	�8	��� �����		��� ��� � D ��*��� 	���	��	�0 �����2 )���� μ ������� ��
��6�	� 2 ��)�� ������ �����)����
�� 	� ������  �� ��� ������	��� ������ ��)2 ���
�	���	� μ 	���0����� ���� � ���0	��� �����		��� ��� �

��, :���	�1	�� "���	�	�� 78�4����

∂u

∂t
+

∂u2

∂x
= μ

∂2u

∂x2
1'�'+3

� ������� Q = [0, T ]× [0, 1] � 	����	�� � ���	��	��� *����� ��

u(0, x) = u0(x), 1'�'�3

u(t, 0) = u(t, 1) = 0. 1'�'�3

�� �������	� ���	���	�� �0��� ������6�� *���	�	�� 1'�'+3 ����

∂u

∂t
+

2

3

∂u2

∂x
+

2

3
u
∂u

∂x
= μ

∂2u

∂x2
. 1'�'"3

�� ������ 1'�'"321'�'�321'�'�3 ���������� ����

vt +
2

3
(vv̂)x̊ +

2

3
vv̂x̊ = μv̂xx̄, 0 < m < M,

v̂0 = v̂M = 0,

v0m = u0(mh), 0 ≤ m ≤ M.

1'�''3

�� 	�0�8��	� ��6�	� ���	���	�� �0��� 1'�''3 	� )�8��� �����		�� ���� ����*?
��� ��6�� %:49

Av̂ = b,

��� A = E +
τ

6h
A1 +

τμ

h2
A2�

<����
� A1 )������������	� 

A1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 v1 + v2 0 . . . 0
−v1 − v2 0 v2 + v3 0 . . .

0 −v2 − v3 0 v3 + v4 0
. . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

%��������	� ���0�����	��	� �����
� A2 E �����
� ������ ���	���	�� ��������?
	��2 �� �����	��� )������ ��� � �2 � 	� ��*0 �����	�0 E ?�� 7�;���*

(Av, v) = (v, v) +
τ

6h
(A1v, v) +

τμ

h2
(A2v, v) ≥ ‖v‖2.

%���������	�2 ��6�	�� ���	���	�� �0��� 1'�''3 ������ �*#����*�� � ���	����		��
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���- ;�!�� ���4�	 �

7*�� ����*��� ��6�� %:49 � ���0�����	��	�� �����
��⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1 0 . . . . . 0
c1 a2 b2 0 . . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0 ck−1 ak bk 0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . . 0 cN−2 aN−1 bN−1

0 . . . . . 0 cN−1 aN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1
x2
.
xk
.

xN−1

xN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f1
f2
.
fk
.

fN−1

fN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

�� ��)�0 ������ ����� 5�*��� ��8	� ������� � ����*.#�� ����� %	����� ������ .�� 
)�;���
��	�� α1 � β1

α1 = −b1/a1, β1 = f1/a1.

(���� ����� .�� �� ��))*��	�	�� ����*��� αk � βk �� k = 2, . . . , N − 1

αk = −bk/(ak + ck−1αk−1), βk = (fk − ck−1βk−1)/(ak + ck−1αk−1).

7���� ���� ������� ��� �	���	�� xN

xN = (fN − cN−1βN−1)/(aN + cN−1αN−1)

� �� ��))*��	�	�� ����*��� ������������	� 	�0�� �� xk �� k = N − 1, . . . , 1

xk = αkxk+1 + βk.

�����		�� ��6� ����� 	�������� ������� �����	)�� 7������� 	������� ������	��
*������ *����������� ������ �����	)� F'G

|ak| ≥ |bk|+ |ck−1| k = 2, . . . , N − 1, |b1/a1| ≤ 1, |cN−1/aN | ≤ 1, |b1/a1|+ |cN−1/aN | < 2.

S#� � � *������ *����������� ������ �����	)� ��)���	 � )	��� F!G� �����	��	�� �����
���������	�� ������� *����������� ��� ������8�	 ,�%���0������� � ������ F&G� �����
���*������ �� *����������� ������ �����	)� ��8	� 	���� � )�	���)�� ��)
�� 7�����
4�D� F��G�

� ����������		 �� ��������	�����	 

B��� ������ �����8�� ������ �� ����	���
�� ���*�*�� ���������2 ����	���	� �2 ��?
�������	�. ��� ��2 ����������
�� �����		�0 ;)�������	��� � ���*8��	�� ��*��0 ��?
������2 �� ��		�0 	�����������		� � �������
��� �����������

#�� ����� ������	��

%����*���*�� ������2 ��0�� �� )�����0 ���� 	�����	� �������		�� 	�8� ��)���	?
��
�� �� ���*)�*�� � ����	���
�� ��� �� ���������

@0 B/5 �'���4���5 ���7'/68�2 �' �'��� !��7/�4���() ��8���2 ���7#3
���5 !�'�'���6 ��� ��( � ������/6�' �'&�'4�(�� 8�-��� ���"�0
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@@0 ��� !�' �) ����() #�/'��5) !�'-����� ��7'���� 7(�����: ��/� !'� ���
���7#���5 '��'���6 ���68� !��5��0

@@@0 ������9�"��'�( !�������() �'/4�( ���',���'���6�5 � ���� ��/�3
 �����: "'�'�(� '�� '7'&�� �.�0

$�6�	��� 	����
��	��	�0 �����  �� .�� �*	)
��2 ����� #�� �� ��*0 ����� ����?
��		�0[ �����	� � �������	����		�� )�����	��� 1)�����	��3� ���)������
� �� �����?
	� �������� ) �������	�. ������8�		��� ��6�	� ��6 � �����	�� ����	�� �����	�2
)������ 	�����.�� �����		��� ��� ��� D ���)��)*�� ������*.�� $%2 )������ �� ?
����.� �����		�� ��6�	�� 	� ��*0 ������������	�0 �����		�0 ��� 0 n?�� � (n+1)?��2
	���������� 	�8	�� � ���0	�� �����		��� ��� �� �����������		�� ��)�� $% 	�����?
.� ��*0����	���� B�� �� � ��8�� ��� ������	� � ���� %:49

Azn+1 = d, n = 0, . . . , N − 1, 1���3

��� zn+1 E ���	���	�� ��6�	�� 	� (n+1)?�� �����		�� ����2 � �����
� A � ��)��� ���?
��� ����� d ������� .�� ������*���� $% � �� �����������2 ����������� ��6�����
�������	
���	�� ������ � ��6�	��� 	� n?�� �����		�� ����� $�6�	�� ������ 1���3
��� ��������		�0 *����� 0 �*#����*�� � ���	����		�� 7��)��)* ��6�	�� z0 �������?
� ������	��2 �� �������� ����)� �����		��� ��6�	� ������� ) ������������	��*
��6�	�. N %:49�

D 
�� 0 ;)�	���� ����� ���� ��� �� ���)�����)� 	�)���� 	� �����.� ������2 �� 
0��	�	� ���	���	��� ��6�	� 	� ���0 �����		�0 ��� 0 ��	������		�� D���� .� ��6
��� � ����*��*. �� 0��	�	� ��6�	� 	� ��	�� �����		�� ���� � ���� ������� z�
=�����* �	���	� ��6�	� � n?�� ��� 2 ������ .� ;����	�� �����
� A � ������
����� d� 7���� ���� 	�0�� � ��6�	�� 	� (n+1)?�� ����2 ��0��	  ��� � ������� z� D � ��
��*���� ����*��� 0��	�� �	�����
�. � ��6�	�� � 	�8	��� ��� 2 )���� ���� ��6�	� 
	� ���0	�� ���� *8� 	����	�� B�� �������� ) 	���0�������� ������� �����	����	*.
��� � ��� ���� ��6�	� � ���0	��� ��� 2 � ����� )�������� ��� � ������ z� ,� � �.���
��*��� �������� ��� � �*#�����		� ��	6� 	�8��� ��2 )����� ���� �� 	���0�����
�� 0��	�	� ��6�	� 	� ���0 �����		�0 ��� 0�

��#�� ����� �����		�0 ����� ��8�� �*#�����		� �����6�� 	���0������ )�����?
����2 )������ ����*��� �� ���	�
�		��� ������ 	� ��6����� �������� B�� �� ��	� �
�����)����
��� � *����������. ������*���� $%� 7�;���* �� ���	��6�� �������)�
��0��	 .� � ����� � ���*������� ���)� �� �����		�� ����2 �	�����
� � )�����0
	���0������

#�� �!�" !"�� ���4�����

�� �����	�	� ����	�� ���)��)*�� ����*��� 	������ 	��)��)� ��������2 )������
�*�*� ����� ������ 	� ��������		�� ������� @�8�� ��������� ��������	� ��\��	� 2
	� � 	�0 ��� ���	 �	��� ������ .#�0� 1��� ����� ������ .#�0� 3 �����������2 ��?
���)� )�����0 �����0���� ���	 ���2 � ���6� �	� ������*.�� � ��*��0 ���������0�
���6�� ;�� ������������� (������2 ��� ������������ ���	����)����� ������		�0
� ���*)�*�� ���*�)�.� ������� ����#�	�� 	� �	������	�� �� �������	����		�� ����?
��		�� ��*���2 ��� ������������ ����� ������� �����	�	�� ����	�� ����		��� ���������

5���	� ��������� 10��	��� � ����� PIJijRQ�L3�

'�



5���	� ��������� E ;�� 	���� )���	�2 )������ ����������.� �����	�	�� �������?
���*.#��� ����	� � D 	�� ���8	� �������� ��������� �������	
���	�� ������2
	����� ���������� $%2 �� )�����0 ��������� �����		�� ;)�������	� 1����	�� ���?
)�2 ������	 �� 6���� � ����32 ������� �� �*�� ������ �	�����
��2 )����*. ����*��� 
��0��	��2 �������� ������	�� ���*�2 � ��)8� ��*#����� �� ��*��� 	���0������
������� ��#��� 0���)�����

7�������� �������	
���	�� ������ �� *������� ����	� � �������� � ������?
������ 0��	 �� � ���*)�*�� Pigas�

typedefstruct
{
double SegmiT ;
double SegmiX;
double piro;
double pigamma;
doublemu;
} Pigas;
D 	�� 0��	 �� ����*.#�� ������	��
�37��������2 ����.#�� ������	*. ������ Q� D ��*��� �� ��*���	�� ������� ��?

������	� ����� ���	� �� �����	 � �����		��� �����8*�)�� D ��	����	�� ��*��� ;��
��������� ����	���	� ����� SegmiX � SegmiT �����������		��

�3 7��������2 ����.#�� �������� ����� D ��*��� ��������������� ������ ;�� � �?
)��� ���� μ 1����	������ mu3 � �*	)
� p = p(ρ)� D ���)��)*�� ������*��� ����
�������6� ��	��	� ���������� p = Cρρ� �� �� ��������	� ����*��� ����� )�	?
���	�* Cρ2 )����� 0���)�����*�� �8�������� ���� � � ��������� ����	������ piro�
:��� ������*��� 	���	��	� ���������� ���� p = ργ 2 ��� �����	 γ  �� ��� ������?
	�� )�	���	����

D��� ;��� ������		�� ����* ���������.�� �	���	� � ���
��*��

void paramidif(Pigas ∗ pid)

�� 0��	�	� ���������� �0��� ������*��� ���*)�*�� Pishe[
typedef struct

{
int Mix;
int N ;
int Dim;
double hix;
double tau;
double eta;

} Pishe;
D ��	����	�� ��*��� ����	�� ���	����	�� ���)� ����*�� ��	����	�� �	�����
��[

����� ������	�� �� �������	����		�� 1Mix3 � �����		�� 1N3 ������		��� �� *���?
���� � ;��� ���*)�*�� �#� 0��	 �� ������		��[

• Dim2 ����.#� ��#�� ����� *���� �� �������	����		�� ������		�� � ���	� 
Mix+ 1^

• hix � tau E 6��� ���)�2 ���	�� SegmiX/Mix � SegmiT/N �����������		�^
• eta E �������� ������
��	��	���� ��)*�����		�� � �)�����

'/



%��*)�*�� Pishe ������� � ������������

void paramishe(Pishe ∗ pis, Pidif ∗ pid)

D 
�)��2 ����	�����		�� �� ������� ���0 ������2 )�8��� ��� �����	 .�� ����*?
.#�� ������� �

�3 ������� .�� ��������� �������	
���	�� ������ 1���
��*�� paramidif 3�
�3 ������� .�� ��������� �0��� 1���
��*�� paramishe3�
�3 D�������� ������������ ������� ���	���	��� ��6�	� 1���
��*�� Shema3�

#�� 2��
��"�� Shema

D ���
��*��

void Sxema(Pishe ∗ pis, Pidif ∗ pid)

���������	 �������� ���	���	�� �0���2 )������ ������ �� 	���� �����	�� ��6�	��
	����	�?)������ ������2 ��������		�� �� ������� 1���32 � ����	� �����	� T � 7���?
����� ���)� � �������	
���	�� ������ ������.�� � ���*)�*��0 Pishe � Pidif �

A����		�� ��6�	�� $%2 ������*���0 � ���)��)*��2 	� ������	�� �����		�� ����
�#��� � ���� ��6�	� %:49 1���3� D�� $% ��8	� *����	� �������� 	� ��� ����� @
������* ���* ��	���� $%2 �� )�����0 %:49 1���3 ���������� 	� ��� ����������2 )�?
����� ���*� ��� ��6�	� ���� � ��������	�� ��� �)�2 ���� � ������ ��������		��2 	�
��� ;��� ��6�	�� ��	�� ������� ������ �*	)
�. �)������2 � ��6�	�� ��*��� �������
������ �*	)
�. ����	���� 	� (n+1)?�� �����		�� ����� 7�� ;��� �����
� ;��0 �����?
����  �� .�� ���0�����	��	��� � �0 ��6�	� ���*� ��� 	����	� ������� �����	)��
@� ������* ���* ��	�� �� $%2 �� )�����0 %:49 1���3 	� ���*�)��� ���#����	� 	�
��� �����	�� %:492 ��6�	��� )�����0 ��*8��� �� �*	)
�� ����	���� � �)������ 	�
���0	�� ����� 9 $% ������� ���� �����
� A ������� 1���3  �� ��� ���	������8�		��2
	� 6���	� �� ��	�� ���6� �� �� ��6�	� ;��0 ������ ��)���	�*��� ����������
����� ������ 8�		�0 ������	���2 ���)��)* ���	���	�� ��6�	�� � ������*#��� ���?
��		��� ��� ��8�� ��*8�� 0���6�� 	����	�� ������8�	����

�� 0��	�	� ��6�	� 	� ��)*#�� �����		�� ���� �� $% ������� ���� ��8	� ��?
�������� ��� ������� ������	���� Dim2 � ��	�� �� )�����0 0��	��� �)�����2 � �
��*��� ����	���� 7�� ������������	�� ��6�	�� ���������2 	� )������ ���������� 
%:49 1���3 $% ;���� ����2 	���0����� ������� ��� � � ���� ������0 ��)����� ���?
���	���� Dim� D ���0 �� 	�0 0��	 �� �����	��� ���0�����	��	�� �����
� �������2
� � ��������� ����� ����� �� )����)�	��� ����	� ;����	��� %:49 ������ �����?
����� ��8�� ��������� �#� ���	 ��)��� ������	���� Dim �� ��0��	�	� )���� ����
�*	)
�� ����	����2 ���� �*	)
�� �)������ � 	�8	��� ��� �

D ��*��� ���������	� $% ������� ���� �� *��	6�	� 6���	� �����
� A %:49 1���3
���0����� ������� ������ ������	���� 2Dim2 )������ �����*.�� �	���	� ����	�?
��� � �)������� <����
* A ��8	� 0��	�� � klm ������� 1kjnOoQn lKIpJQ mjq32 ���
������ �� �����	 � ��)��	�� �������
�� ������ ������ 8�		�0 ������	����

���6�� ����� 0��	�	� �����
� A �������� N 	� N � ���.#�� s 	�	*����0 �	�?
�����	��	�0 ;����	��� � ��*��� ���������	�  ��)� %�� %���)� � �����
� �����
�
A ���.� 	����� �� + �� N−1� �� 0��	�	� ����� �� ��	����	�� ����������	�� ���?
��� AA � 
��������		�� ������ AJ ������	���� N+1+s )�8���� ,*����
� ;����	���

'�



;��0 �������� 	���	���� � 	*� � D ������� AA 	� �����0 N �����0 � 	������� �� + ��
N − 1 ������������	� 0��	 �� �����	��	�� ;����	�� �����
� A �� a11 �� aNN � ,�
����� � 	������ N ���� 	����� 	� 0��	��� 2 ���� 0��	��� ���
���	� �	�����
� �
,� �����6�0� �����0 ������� AA 0��	 �� 	�	*����� �	������	��	�� ;����	��2 	�?
��	� � ;����	�� � ��	����	��� 	������� ����)� � �����
�� ����� ������������	�
�������� .�� ��� �	������	��	�� ;����	�� � ��� �)� ��������	� 	������ ����) �
�����
��2 ������ � ����*. ������ *����������� 	���� �����
�� D ������� AJ 	� ��?
��� � 	������ n 10 ≤ n < N3 0��	��� 	���� ����� � ������� AA ������� 	�	*������
�	������	��	��� ;����	�� ����)�2 ���.#�� 	���� n� 7�� ���*������ �	������	��	�0
;����	��� � ����)� � 	������ n �	���	�� AJ(n) ��������� ���	�� AJ(n+ 1)� B����	�
AJ(N) ������ ����	 N + 1 + s� ,� �����0 � 	������� n ≥ N + 1 ���������.�� 	�����
�����
�� ;����	��� AA(n)�

T��	�	�� �����8�		�� �����
� � klm?������� ���������� 	� ����*.#�� �������

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

��� ��" + +�' + +
+ '�� "�� + + +
��� + /�� &�� ��� +
+ + + ��� + +
+ + '�� !�' + +
+ ��" + +�� + '�"

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� ;��� �����
� ������� AA � AJ ���� � � ����*.#�� �������

AA =
��� '�� /�� ��� + '�" r ��" +�' "�� ��� &�� ��� '�� !�' ��" +��

AJ = � & �+ �" �" �� �� � " � + " ' � " � "

D 
�� 0 �#� ����� �����)��	�� ;)�	���� ��� ��2 ��������� ��� 0��	�	�� �����
�
A2 �������2 ��� ��� ������*���� $% ������� ���� ������ � ) %:492 )������ ����� �
�� ���	���	�0 *���	�	��2 �����)�����*.#�0 *���	�	� 	�������	���� � ��0��	�	� 
���*���� @�) ���� *8� ������	� ��6� �� *�)���	� �)������ �0�������� ����*��?
� ��������� ;�� *���	�	� 2 	� �� ;)�	��	��� � ������ ��� �� 0��	�	� �����
�
���������� ������*������)* ;��0 *���	�	��[ �	����� ����6�� *���	�	� ��	�� #��?
� ) *���	�	�. 	�������	����2 � ����� ) *���	�	�. ��0��	�	� ���*���� B�� ��*���
*���	�	�� 	� ���*�)�.� ���#����	� 	� ��� ����������2 )�) ;�� ���� � $% �������
����2 	� )�8�� �� ;��0 ��*�� ������ ���. ���� ����) �����
� A� ��� ����� ��?
�*���� �������	�� �����
� A 	� ��� �� ��*���	�� ���	������8�		�� ��������
�
�� ��*���	��� ���� ������� Dim s 2Dim� @�8�� �� ;��0 ��������
  �� ��� � ��
��� 6���������	��	�� � ��;���* �� 0��	�	� �����
� A ����*��� ����� ��� )��?
���)�� �� � � ��)����� ������	���� Dim� ����� 	���*�	� �������2 ��� ���� �� ;��0
�����	���� ������� �� ��	�0 � ��0 8� �����2 ��;���* ����������*.#�� ��)���� ��8	�
����	�� 	� �)�� �	�� ������		��� %������������� ���� 	���0����� �������2 ��� ���
��)�� ����	���
�� 0��	�	� 	�	*����0 ;����	��� �����
� A �� ����	�	�. � klm ���?
�����2 ��)�� �������� � 8���� ����������� ) ��6�	�. �����2 � )�����0 *���	�	� 
������� 1���3 ����	 .�� ����� ���8	����

'!



7�� � ��� ������� ������		�02 ������*���0 �� 0��	�	� ���	���	��� ��6�	� 2
�����
� A � ������ ����� d2 �������� ��	������)�� D�� �	� ���.� ������	���2 ����?
� #*. �� Dim�

S#� ���	 ����� ������� � ���2 ��� �*�6� ����	�� �������� 	��)��)� ����� �������?
.#�0� � ����*��0 )�	���	�2 �	���	� )�����0 ������� .�� �0��	��� �����������
���
��*��2 � ����� �	��� ��� ���������� ��� ��������	�� )�;���
��	��� �����
�
� ������ ����� %:49�

�� *������� ������ � ���
��*��� Shema ��)�� �� ��������� �������.� 	� ��	�?
�����	� 	����6�� ���)�2 )������ ������.�� � ���	�� 
���� ��� ����#� �����
��
include�

#�� <��	� ������		�%

����� ��\ �	�� ����� ��)���	�*���0 ) ���������	�. ���	����)������ �)�� �	�0
������		�0� B�� ����	���	� �*#�����		� �������.� 	�����	�� � �����)* ��������� ��
���� ����� 	��� �	���� �����		� � �	������	�� ��*���2 	� �����)�� ) 	�� ��������		�
�*�6� *8� ��� �����	�� ��	����	�� ����������

$��������� ����� ���8	�� ��*��� ���������	� $% ������� ����� 7*�� ���	���	��
��6�	�� 	� n?�� �����		�� ���� ������� �� �����	�0 �*	)
�� H � V 2 )������ 0��	 �� 
� ��	����	�� ������� RES ������	���� 2Dim � ����*.#�� ��� �)�

(H0, V0,H1, V1,H2, V2, . . . ,HMix, VMix).

�� ����)� ��6�	� 	� (n+ 1)?�� �����		�� ����2 ����� #��� �� �����	�0 �*	)
�� Ĥ
� V̂ ����*��� ��6�� %:49 1���32 ����� #*. �� *���	�	�� ��*0 �����[

a2m,2m−2Ĥm−1 + a2m,2m−1V̂m−1 + a2m,2mĤm+

+a2m,2m+1V̂m + a2m,2m+2Ĥm+1 + a2m,2m+3V̂m+1 = d2m
1���3

�
a2m+1,2m−2Ĥm−1 + a2m+1,2m−1V̂m−1 + a2m+1,2mĤm+

+a2m+1,2m+1V̂m + a2m+1,2m+2Ĥm+1 + a2m+1,2m+3V̂m+1 = d2m+1.
1��"3

9���	�	� 1���3 � 1��"3 �����)�����*.� *���	�	� 	�������	���� � ��0��	�	� ���*�?
�� �����������		�� @�;���
��	�� akl � dk 1k = m, m+1^ l = 2m−2, . . . , 2m+33  �� .�� 
�*	)
� ��2 ����� #��� �� �	���	�� Hm−12 Hm2 Hm+12 Vm−12 Vm2 Vm+1 � ����������
�������	
���	�� ������ � ���	���	�� �0���� 9��� ���)�2 ������*���� ��� �����)?
����
�� � ������	�0 ���)�02 �������8�	� ��	����	� � 	�����.�� 6����	�� $%� D
��������������� ��*��� 6����	 ������� ����� �� ���0 �����	�0 ����) (m − 1)h2 mh �
(m+ 1)h�

�� ��������	� )�;���
��	��� akl � dk �	���)���	� ������*.�� �	���	� ��?
6�	� � n?�� �����		��� ��� 2 ��;���* �� *�)���	� ������ ��������� ����� �����
�������� 	*8	�� �� ������	��� *���	�	� �	���	� �� ������� RES �� ��������?
���	�� ������		�� � *8� ;�� ������		�� �������� � � ����*��� �� ;���� �	�����
	���0����� ������	� ����� 	����� � ������� RES �	���	�� �����	�0 �*	)
�� H �
V � *���0 6����	� $%2 �� )�����0 ����������� ���������� ����*.#�� ���	����?
)�����

mLH, m0H, mRH, mLV, m0V, mRV.

'&



7�����		��2 )������� ����	���	� ;�� ���	����)�����2 ����.� 
��������		�� 	�����
� ������� RES �	���	�� �*	)
�� H � V � *���0 6����	� ���)�2 ���	��

2m− 2, 2m, 2m+ 2, 2m− 1, 2m+ 1, 2m+ 3

�����������		�� ,����	� �*)�� m � ;��0 ���	����)�����0 ������� � ���2 ��� ;��
������		�� ����	��	���	� �� ����	� 	������2 ����� �*)�� *)������� 	� ��2 )�)��*
*��* 6����	� ����������*�� ;�� ������		� 1L ��	����� ����� *��� � 	������ m − 12
0 E 
�	����	�� *��� � 	������ m � R E ������ *��� � 	������ m + 132 � ���� 
�*)�� �������	� �� ��������	� ����2 )�)� �� �*	)
�� H ��� V ����������*�� ;���*
���	����)����*�

7���� ���� �	���	� �*	)
�� � *���0 6����	� ��������.�� � �)�� �	�� �������?
���	�� ������		��

HL, H0, HR, V L, V 0, V R,

��� �*���)� * ������	�� �*)�� ��	����� *��� 6����	�2 � )������ ������ �	���	��
����������*.#�� �*	)
���

D����	�� ;��0 ������		�0 ������ ����*�� �� �������	� )�;���
��	��� akl � dk
������� 	��� �	�� � �6��)� � �0 	����� 	�0�� �� ������� ������

#�# 2���%�� �! ���	��!	�1 ������  �6.5�

$������� ����0�� �� ���	���	�� �����)����
�� ) %:49 	� ������� ���	���	�� �0�?
�� "���

�� ;���� �	����� �����6�� ������ ���	���	�� *���	�	�� 1"��32 ������* �������?
	*. �����

Hn+1
m −Hn

m

τ
+

1

2

(
V n
m

Hn+1
m+1 −Hn+1

m−1

2h
+

V n
m+1H

n+1
m+1 − V n

m−1H
n+1
m−1

2h
+Hn

m

V n+1
m+1 − V n+1

m−1

2h

)
= 0,

m = 1, ...,M − 1.
1��'3

9�	�8�� ����	���� ��' 	� τ � ������ �����	�� ��� 	�������	�0 �	���	� 0 �*	)
��
V � H �� ��� n+ 12 ���*���

− τ
4h(V

n
m−1 + V n

m)Hn+1
m−1 − τ

4hH
n
mV n+1

m−1 +Hn+1
m + τ

4hH
n
mV n+1

m+1 +
τ
4h(V

n
m+1 + V n

m)Hn+1
m+1 = Hn

m,
m = 1, ...,M − 1.

1���3
��)�� �������2 �����	�� �� 	*� ;����	�� �����
� ������� ��� ����)� � 	������

2m 1)�;���
��	�� *���	�	� ���32 ��� m = 1, ...,M − 12 ���	�

a2m,2m−2 = − τ

4h
(V n

m−1 + V n
m),

a2m,2m−1 = − τ

4h
Hn

m,

a2m,2m = 1,

a2m,2m+2 =
τ

4h
(V n

m+1 + V n
m),

a2m,2m+3 =
τ

4h
Hn

m,

�+



� ����� ���� ����������*.#��� *���	�	� ���	�

d2m = Hn
m.

B����	�� ����) �����
� A � 	������� 0 � 2M � ����������*.#�0 �� d0 � d2M
���*��.�� �� ������ � ������� ���	���	�0 *���	�	�� �0��� "��� B����	�� ����) �
	������� 2m + 12 ��� m = 1, ...,M − 12 ���*��.�� �� ���������� *���	�	� �0��� "��2
� )�;���
��	�� *���	�	�� � 	������� � � 2M + 1 ����.�� ���	��	��� *����� �� 	�
�*	)
�. V �

��	��� !	��������

F�G 7���� 4�D�2 t*)�� @�4� ,� �	� ���	���	� �0��� �� 	����
��	��	��� ���8�	� 
� �)��� ��������	��� ����� aa D���������	�� ������ � �������������	��� ���'2
�+�" �� V �� �� ��/?��"�

F�G =���	�� _���2 @����)�� 5�<�2 %�)���� 4�5� � ���	���	�� �0��� ��������	��� �����
��)���� $4,2 ��'�!2 �+�! ��2 V '2 "!!?"&��

F"G 7���� 4�D� URbKujv � ��� �����8�	� � <�[ =��?�� ���������?
�)��� ������ ��0�	�)�?�����������)��� ��)*����� <592 �+���
wvvK[aaRbxI�xIvw�xJb�JbanIvIaxIvQpOIuJaKjKjy?PRbKujv?IRn?OvJ?IKKuOLIvjRJ�Knz

F'G %�����)�� 4�4� ����� ���	���	�0 �0��� <�[ ,�*)�2 �&!"�

F�G lIIn {� CvQpIvOyQ xQvwjnJ zjp JKIpJQ uORQIp J|JvQxJ� lC}k2 �Qn�2 �++"�

F/G 4	��	
�� %�,�2 @�8�0�� 4�D�2 <�	�0�� D�,� @������ ������ ��0�	�)� 8��)�����
� ������ ,���������)[ ,�*)�2 �&!"2 "�+ ��

F�G ��0����� ,�%�2 t��)�� ,�7�2 @����)�� 5�<� A����		�� ������ <�[ :��������� 
������0 (	�	��2 �+++ �� ? /�' ��

F!G 5��*	�� %�@�2 $ ��	)�� D�%� $��	���	�� �0��� 1�����	�� � �����.3 <�[ ,�*)�2
�&���

F&G ��0����� ,�%� � 	�)����	�� ����������	�� �����6	���� ��� �����		�� ��6�	��
�������	
���	�0 *���	�	��� %�� ����� D` <592 V �2 �&/�2 �� '�?/!�

F�+G D�����	�)�� D���2 @��	�� 4�4� <����� �������������	� � ������0 � �������0
	� %a%~~� <��)��[ =���������� <��)���)��� *	����������2 �+�"2 '�" ��

F��G 7���� 4�D� <����� ��6�	� 	����
��	��	�0 ����� ��0�	�)� ����6	�� ������
9���������� ������ �����	)�� :�)
� �+� $������ )�	���)� ���
)*���� �+�/ ��
wvvK[aaQnb�xIvw�xJb�pbaJKQLOIu?LjbpJQJaKj?y|djpba

F��G 4����� 4�4�2 (���	�) 4�4� $��	���	�� �0��� ������� ��� �)� ���	���� �� *���?
	�	�� ��	����	��� ���8�	� � �)��� ����� tD<�<_� ����2 �&!� �� V �� �� �+"�?�+'&�
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